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Contenido 5

Introduccién

Es bien reconocido en el quehacer cientifico, bien sea en Fisica, Biologia, Quimica,
Ingenieria, etc., la utilidad de las ecuaciones diferenciales. También es conocido que
mientras mas fiable sea el modelo, mas compleja es su formulacién matematica. Lo
cual requiere de un analisis cualitativo ya que un analisis cuantitativo practicamente es
imposible por la complejidad de las ecuaciones diferenciales involucradas en el modelo
estudiado. Asi, a partir del estudio de tales ecuaciones es posible predecir y/o tener
informacién acerca del fenémeno en cuestion.

El estudio de las ecuaciones diferenciales ha influenciado el desarrollo de otras areas
de la matemadtica, por ejemplo topologia, analisis, etc. . En el prefacio del libro de
Daleckii y Krein [7] se explica como problemas de estabilidad para ecuaciones diferen-
ciales condujeron al desarrollo de la teoria espectral de operadores. Jean Dieudonné en
[8] refiriéndose a la historia del andlisis funcional dedica seis de los nueve paragrafos a
la evolucién de las ecuaciones diferenciales. No pretendemos decir que los tinicos prob-
lemas importantes de las matematicas son los provistos por ecuaciones diferenciales,
s6lo queremos ayudar a terminar con aquella idea, que los problemas de ecuaciones
diferenciales se reducen a un largo y tedioso ejercicio de integracion.

El objetivo de estas guias tedrico-practicas es reunir en un curso de un semestre los
fundamentos basicos de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, de modo que
el estudiante al final del curso esté en condiciones de abordar el estudio de la dindmica
local y/o global de modelos concretos. Se procura que estas guias sean autocontenidas
a fin de evitar la dispersién, ya que la bibliografia existente en ecuaciones diferenciales
es extensa. Cada Capitulo esta acompanado de una seccién de ejercicios y problemas
seleccionados cuidadosamente para que su grado de complejidad no exceda los objetivos
de estas guias y de una seccién de comentarios y sugerencias que sirva de guia al
estudiante para estudios posteriores mas avanzados sobre ecuaciones diferenciales.
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Capitulo 1

Preliminares

La intencién de este capitulo es la de presentar algunos hechos bésicos que uti-
lizaremos en el desarrollo de estas notas, procurando asi que éstas se acerquen lo mas
posible a ser auto contenidas.

§ 1.1 Espacio de las Funciones Continuas y Teoremas de Punto Fijo

Consideremos A y B dos espacios topolégicos y denotemos por C[A, B] al conjunto
de todas las funciones continuas de A en B. En particular, el conjunto C]|[a, b], IR"] con
las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un escalar, es un espacio
vectorial. Ademds, con la norma |¢| = max{| ¢(t) |: t € [a,b]} es un Espacio de
Banach separable, donde | - | es cualquier norma en IR".

En Anélisis es bastante comuin procurar caracterizar los conjunto compactos en un
espacio de funciones dado. En el caso concreto del espacio de las funciones continuas,
esta caracterizacion viene dada por el teorema de Arzela-Ascoli, el cual enunciaremos
para mayor completitud.

Definicién 1.1 Sea A un subconjunto de C[[a, b], IR"]. Se dice que A es un conjunto
uniformemente acotado, si existe una constante K > 0; tal que [|¢|| < K, para toda
¢ € A. Si para todo € > 0, existe 6 = d(¢) > 0, tal que | t — s |< ¢ implica que
| o(t) — @(s) |< e, para cualquier ¢ € A, entonces se dice que A es un conjunto
equicontinuo.

Lema 1.1 (Arzela-Ascoli,[11]) Un conjunto A C C[[a,b],IR"] es relativamente
compacto si y solo si es uniformemente acotado y equicontinuo.

En particular, del lema de Arzela-Ascoli, se sigue que toda sucesién (¢, ),>1 de
un conjunto A equicontinuo y uniformemente acotado de C|[a, b],IR"|, posee una sub-
sucesi6n uniformemente convergente sobre [a,b], puede ser que el limite de la sub-
sucesién no pertenezca a A.

Veamos en lo que sigue algunos teoremas de punto fijo. Para ello, consideremos un
espacio métrico completo E y una transformacion T : £ — FE.

Definicion 1.2 Se dice que € E es un punto fijo de la transformacién T, si
Tx = x. Diremos que la aplicacién T : £ — FE es una contraccién, si existe una
constante L € (0,1), tal que d(Tx,Ty) < Ld(x,y), para todo =,y en E.

Teorema 1.2 (Banach 1922,[11]) SiT : E — E es una contraccion, entonces T
posee un unico punto fijo en E.
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Supongamos ahora que G es un espacio topolégico y consideremos una familia de
operadores Ty de E/ en si mismo, cony € G. Diremos que T}, : £ — F es una contraccién
uniforme, si existe una constante L € (0,1), tal que d(Ty x1,Tyx2) < Ld(x1,22) para
todo z1, 20 € E ey € G.

Teorema 1.3 51 T, : E — E es una contraccién uniforme y para cada x en E,
Ty x es continuo en y, entonces el unico punto fijo de Ty, al cual denotaremos por g(y),

o
es continuo en y. Ademds, siinteriorG = G # 0 y T, x es continuamente diferenciable

en x ey, entonces g € Cl[é, E].

Observemos que no siempre es posible garantizar la contractilidad de una trans-
formacion dada, por lo que se hace necesario recurrir a teoremas de punto fijo mas
generales que los anteriores. Asi, tenemos por ejemplo el siguiente:

Teorema 1.4 (Brouwer 1910,[11]) Sea E un espacio vectorial normado, finito
dimensional y B := {x € E : |x| < 1}. Consideremos un espacio métrico U homeomorfo
a B. Entonces toda transformacion continua T : U — U posee al menos un punto fijo
en U. En particular,U puede ser un subconjunto convexo y compacto de E.

A pesar de la sencillez del enunciado del teorema de Brouwer, su demostracién dista
mucho de ser elemental, al final de este capitulo se dan mas detalles sobre este teorema.
Su generalizacién a espacios normados infinito dimensionales se debe a Schauder .

Teorema 1.5 (Schauder 1930,[11]) Consideremos E espacio normado y sea U
un subconjunto convexo y compacto de E. SiT : U — U es una transformacion con-
tinua, entonces T posee al menos un punto fijo en U.

Un resultado muy 1til en las aplicaciones, el cual es consecuencia del teorema de
Schauder, es el siguiente:

Corolario 1.6 Supongamos que U es un subconjunto cerrado, convexo y acotado
de un espacio normado E y sea T : U — U un operador completamente continuo, es

decir, un operador compacto y continuo. Entonces T posee al menos un punto fijo en
U.

§1.2 Condicién de Lipschitz

Definiciéon 1.3 Sea J un intervalo y D un subconjunto de IR". La funcién f :
J x D — IR" se dice que es globalmente Lipschitz, respecto a x € D, uniformemente
en t € J, sobre J x D, si existe una constante K > 0, tal que

\f(t,ml)—f(t,:ng)\SK\xl—xﬂ , V(t,.’L‘i)EJXD , i:1,2.
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Definiciéon 1.4 Diremos que f es una funcién localmente Lipschitz sobre J x D,
si para todo punto p € J x D, existe un entorno V,, del punto p, tal que la restriccién
de f a V), es globalmente Lipschitz.

Los dos conceptos anteriores estan relacionados como se ve en el siguiente :

Lema 1.7 Si A es un subconjunto compacto de J x D y f € C[J x D,R"] es una
funcion localmente Lipschitz, entonces su restricccion al conjunto A es globalmente
Lipschitz.

Demostracién 1. Sea A un subconjunto compacto de J x D. Como f es local-
mente Lipschitz, entonces para cada p € J x D, existe un entorno V, tal que fly, es
globalmente Lipschitz. Claramente, {V},},c4 es un cubrimiento abierto de A. Como
A es un conjunto compacto, existe un € > 0, tal que para cada p € A, existe un V,,
con la propiedad que Bo.(p) C V,. Es obvio que B.(p) también es un cubrimiento
abierto de A. Luego por la compacidad de A, existen puntos p1,...,pn € A tales que
A C UL, Be(pi)-

Sean (t,x1), (t,x2) dos puntos arbitrarios en A. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que (t,z1) € B.(p;) para algin i € {1,...,m}. Se presentan dos casos

1. El punto (¢, z2) € Bo-(p;). Luego existe una constante K; > 0 tal que |f(¢,z1) —
flt,xo)| < Kj|xy — xa|.

2. El punto (t,x2) ¢ Ba:(p;). En este caso se verifica que |21 — z2| > €. Pongamos
M = max{|f(t,z)|, (t,x) € A}. Asi se tiene que |f(¢t,z1) — f(t,x2)| < 2M <
2M|ZL‘1 - .TQ‘/&.

Eligiendo K = max{Kj,..., Ky, 2M/ec} concluimos la prueba del Lema. 1

Demostracion 2. Por reduccién al absurdo. Supongamos que para todo K > 0,
existen (¢,x1) y (¢t,x2) en A, tales que

‘ f(t7$1) _f(t,fEQ) ‘> K ‘ L1 — X2 ‘ .
En particular, para cada k € N, existen puntos (¢, xf) € A,i=1,2, tales que
| £t 2) = f(th,a5) |> k[ af —af | (1.1)

Como A es compacto, también lo es A x A. Por tanto, la sucesién (zj)g>1, donde
2 = ((tg, 2¥), (t, 25)) posee una subsucesion convergente en A x A. Sin pérdida de ge-
neralidad podemos suponer que zj, es convergente. Llamemos z* := ((t*, z}), (t*,23)) €
A al limite de z.
Sea M = max{| f(t,x) |: (t,z) € A}. Entonces por (1.1) obtenemos que
2M

ko k
| 2 — 25 [< %
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y de alli que nh_)rglo | b — 2k |=o0.
Por otra parte, a partir de
k k k k
[J@] — a3 | — a7 — a5 [ | <[ (2] — 27) — (25 — 23) |,

se obtiene que
| ] — 5 |= klim ] x’f — xlg |= 0.
—00

Luego, 7 = x5. Ahora, al ser f localmente Lipschitz, existe un entorno V* del
punto (t*,27) € A y una constante K* = K(V*) > 0, tal que

‘f(t,l’l)—f(t,.l'g)‘SK*|J}1—$2| , V(t,ZCi)EV* , 1=1,2.

Por lo tanto, debido a que (t,zF) — (t*,2}), existe N > 0, tal que (tg,2F) € V*
para k > N,i = 1,2 y ademas

| fltr,at) = f(tr,25) |< K* | 2f — 25 |,

lo que contradice la desigualdad (1.1). 1

§ 1.3 Desigualdades Integrales

En esta secciéon daremos algunos resultados sobre desigualdades integrales, los
cuales utilizaremos para estimar el crecimiento de las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales. Primero demostraremos una desigualdad integral bastante general y a partir de
ella obtendremos la desigualdad de Gronwall.

Lema 1.8 Consideremos u, « € C[R,IR] y 8 € L}, [R,IR"]. Si a es ademds una
funcion creciente y

t
u(t) < alt)+ | B(s)u(s)ds, Yt > to, (1.2)
to
entonces .
u(t) < aft)exp ( ﬂ(s)ds> , YVt >tp. (1.3)
t
Demostracién. Sea 7 € [tg,t]. Por ser a(t) creciente, se tiene que
u(t) < a(t)+ [ B(s)u(s)ds. (1.4)
to

Definamos R(7) := «(t) + ftTO B(s)u(s)ds y observemos que Bu € L'[to,t].
Entonces R'(1) = B(7)u(r), casi siempre sobre [tg,t]. Multiplicando en(1.4) por
B(T), obtenemos que R'(7) < B(7)R(T), casi siempre sobre [to, t].
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Reescribiendo la desigualdad anterior e integrando entre tg y ¢ obtenemos que
t
R(t) < R(to) exp{ B(s)ds} . (1.5)
to

Luego, por la definicién de R(t) y por (1.4) obtenemos (1.3). 1

Lema 1.9 (Desigualdad de Gronwall) Supongamos que u, 3 € C[R,R"] y
sea ¢ una constante no negativa. La desigualdad

t
u(t) <c+ [ B(s)u(s)ds, t > to,
to
implica que
t
u(t) < cexp{ ﬂ(s)ds} t > tp.
to

Obsérvese que el lema de Gronwall es una consecuencia inmediata del lema 1.8,
eligiendo a(t) = ¢, Vt € R.
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§1.4 Comentarios y Sugerencias

Hemos mencionado que, a pesar de lo sencillo del enunciado del teorema de Brou-
wer, su demostracién estd lejos de ser elemental. Invitamos al lector a que demuestre
el teorema de Brouwer en el caso que U = [a,b] C IR.

En el libro de Courant-Robbins [2] se puede consultar una prueba en el caso bidi-
mensional, la cual no se generaliza a dimensiones mayores a 2. Una demostraciéon en
el caso general U C IR",conn > 2, puede consultarse por ejemplo en Ch.S. Honig
[10], D.R. Smart [22]. Sin embargo, recientemente J. Milnor [15] di6 una prueba mds
sencilla, la que a su vez fue simplificada por C. Rogers [21].

Para resultados més refinados que el teorema de Brouwer, recomendamos consultar
el libro de D. R. Smart [22].

En este capitulo hemos mencionado sélo las desigualdades integrales mas usadas a
lo largo de esta exposicién. Sin embargo esta es una técnica muy importante. Un lugar
adecuado para consultar mas detalle acerca de este tema es el libro de V. Lakshmikan-
tham y S. Leela [14].
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§1.5 Ejercicios y Problemas

Sea E un espacio métrico completo y T': E — E un operador. Si existe unn € N
tal que T™ es una contraccién, entonces 1" posee un unico punto fijo en F.

. Sea D C IR"™ un conjunto compacto. Denotemos por S al conjunto de todas las

funciones ¢ : D — IR" globalmente Lipschitz con una misma constante K > 0.
Pruebe que si S es un conjunto acotado, entonces S es un conjunto compacto de

C[D,IR").

Sea f:J x D — IR" una funcién continua. Donde J = (a,b) y D es un subcon-
junto abierto IR™. Denotemos por

of/0x(t,x) :== (gf(t,@) i,j=1,n

J

Demuestre las siguientes afirmaciones :

(a) Sea D un conjunto convexo. Si 0f/0z existe, es continua y estd acotada
sobre J x D, entonces f es globalmente Lipschitz sobre J x D.

(b) Supongamos que Jf/0x existe y es uniformemente continua sobre J x D,
con D conjunto convexo. Si J x D es un subconjunto acotado de IR,
entonces f es globalmente Lipschitz sobre J x D. ; Es esencial la acotacién
de J x D 7.

(c) Sidf/0x es continua sobre J x D, entonces f es localmente Lipschitz sobre
J xD.

(d) Si f:JxD — IR" es localmente Lipschitz en x, uniformemente en t,
entonces Jf/0x existe, excepto en un conjunto de medida nula.

(e) Si 0f/0x existe y no es acotada sobre J x D, entonces f no puede ser glo-
balmente Lipschitz sobre J x D.

. Muestre que el conjunto de las funciones globalmente Lipschitz son un subcon-

junto propio del conjunto de las funciones localmente Lipschitz.

Si f es una funcién continua en t y localmente Lipschitz en x sobre J x D, entonces
feClJ x D,R".

Supongamos que u y 3 € C[IR,IR*]. Pruebe que si

u(t) <c+ , VtelR,

t B(s)u(s)ds

entonces .

B(s)ds

u(t) < cexp <
to

), vVt € IR,

donde ¢ > 0.
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7. Supongamos que u, 5 € C[IR, IR+]. Demuestre que si se satisface la desigualdad
u(t) < wu(r) +

/tﬂ(s)u(s)ds , Vt,7T e R,

entonces tiene lugar
t t
u(tp) exp <— ﬂ(s)ds) < u(t) < u(to)exp < ﬂ(s)ds) , Yt >to.
to to

8. Sean u,a € C[R,R] y 8 € C[R,IR*]. Si
t
u(t) < a(t)+ | B(s)u(s)ds, VteR,
to
entonces

u(t) < alt) + / t [a(s)ﬁ(s) exp < / t ﬁ(T)dT> ds]  VieR

to



Capitulo 2

Teoria General

En este capitulo, estudiaremos propiedades generales de las ecuaciones diferenciales
ordinarias: existencia, unicidad, continuidad y derivabilidad de las soluciones, respecto
a los datos iniciales y parametros.

§ 2.1 Existencia y Unicidad

Consideremos la E.D.O.
a'(t) = f(t,xz(t)), (2.1)

con

l’(to) = Z0 , (22)

donde f € C[J x D,IR"], J = (a,b) con —c0 < a < b < +o0; D es un subconjunto
abierto y conexo de R" y (to,xo) € J x D.

Entenderemos por solucién del problema de valor inicial (P.V.I.) (2.1)-(2.2), a una
funcién ¢ € C'(Jy, D) tal que ¢ satisface la ecuacién (2.1) para todo t € J; y la

condicién (2.2), donde J; C J. En el caso que J; = J, diremos que ¢ es una solucién
global del P.V.I. (2.1)-(2.2).

Por comodidad en la notacién de aqui en adelante cuando no se preste a confusién
omitiremos los argumentos de la funcién z(t) y simplemente escribiremos x’ = f(¢, x);
y a f lo llamaremos campo vectorial.

Antes de enunciar un teorema de existencia y unicidad, discutiremos unos ejemplos
a fin de visualizar mejor el problema que estamos tratando.

Ejemplo 2.1 Sea Jx D = R?, f(t,z) = x2. Es facil mostrar que cualquier solucién
no nula de la ecuacién diferencial 2/ = 22 es de la forma o(t) = —[t +¢]~! con ¢ € IR.
Ademéds, p(t) =0, Vt € IR, también es solucién.

Esto nos permite concluir que a pesar de ser f(t,x) = 22 una funcién suave, no existen
soluciones globales no nulas (ver fig. §2.1). Ademds, por cada punto (0,z() pasa

una tinica solucién de 2’ = 2. Observemos finalmente que f(¢,r) = 22 es localmente
Lipschitz sobre IR2.

15
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T T

_— ! i t

t=c c>0 c>0 t=c

Figura 2.1

Ejemplo 2.2 Sea f : IR? — IR, dada por flt,x) = 322/3. Consideremos el siguiente
P.V.I 2’ = f(t,z),z(0) = zo,zo € IR. Integrando la ecuacién diferencial obtenemos que
su solucién general viene dada por x(t) = (t + ¢)3, donde ¢ es una constante. De donde
se sigue que por cada punto (0,z() pasan infinitas soluciones. Por ejemplo, la funcién
©(-,a,b) : IR — IR, definida por:

(t—0)3 , si  t>b
o(t,a,b) = 0 , st a<t<b
(t—a)® , si t<a

2/3

es solucién de o’ = 32%/% con x(0) = 0, para todo a < 0 < b, como se ve en la figura 2.2

T
a b a 4%
t Vo t
Caso g =0 Caso xg > 0
Figura 2.2

Cuando xg > 0, la funcién ¢(-,a) : R — IR, dada por

(t+ Jx0)® , si  t>—¥xo
0 , st a<lt< —dxg
(t—a)® , si t<a

w(ta a) =
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es solucién de 2’ = 322/3
trata el caso xzg < 0.

Vemos que en este caso, si existen soluciones globales pero no hay unicidad global.
Sin embargo, dependiendo de la posicion de zg, puede haber unicidad local. En efecto,
si zg # 0, entonces existe un entorno de ty = 0, tal que por el punto (0, xg) pasa una
tinica solucién de 2/ = 3z2/3. En cambio, si 2y = 0, entonces por més pequefio que sea
el entorno de ty) = 0 que se considere, por el punto (0,0) pasan infinitas soluciones de
x' = 322/3 (ver fig. 2.2).

Un calculo directo muestra que f(t,x) = 322/3 es localmente Lipschitz solo sobre
intervalos que no contengan a cero.

con z(0) = zp > 0, para todo a < —¥y. Andlogamente se

De los ejemplos 2.1 y 2.2 vemos que para E.D.O. de la forma (2.1), la sola con-
tinuidad del campo vectorial f no garantiza en general, ni la existencia de soluciones
globales ni la unicidad.

Tiene lugar el siguiente

Lema 2.1 Supongamos que f € C[J x D,IR"]. El P.V.I. (2.1)-(2.2) es equivalente
a la resolucion de la ecuacion integral

x(t) = zo + t f(s,z(s)) ds. (2.3)

El resultado que presentaremos a continuaciéon nos da la existencia y unicidad de solu-
ciones del P.V.I. (2.1)-(2.2) bajo condiciones bastante generales.

Teorema 2.2 Si f € C[J x D,IR"| es localmente Lipschitz , entonces para cual-
quier punto (to,zo) € J X D, existe § > 0 y una dnica solucion de (2.1)-(2.2) definida
en J; = (to — 0ty + (S)

Demostracién. Elijamos constantes a > 0 y b > 0 tales que el conjunto
D*={(t,z) e RxR" :|[t—to [<a, |z —z0[< b},

esté contenido en J x D. Llamemos M = max{| f(¢t,z) |: (t,z) € D*}, y sea K >0 la
constante de Lipschitz de f|p-«.

Tomemos ahora un nimero § > 0 tal que 0 < § < min{a,b/M,1/K}, y sea J; =
[to — 8, t + 0]

Consideremos ahora el subconjunto C* de C[.J1,IR"] formado por las funciones que
satisfacen las condiciones siguientes :

a) ¢(to) = o,

b) | o(t) —xzo |<b,t € Jy.
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Teniendo en cuenta el Lema 2.1 definamos en C* un operador T mediante la si-

guiente férmula :
t

Toe(t)=x0+ [ f(s,e(s)ds , teJ. (2.4)
to
Es claro que si T' posee puntos fijos, éstos son soluciones del P.V.I. (2.1)-(2.2), por
lo que probaremos que T' es una contraccién de C* en si misma. Es facil ver que si
p € C*, entonces T € C*. Ademds, C* es un subconjunto cerrado de C[Jy,IR"], por
lo que C* es completo. Por otra parte, si 1,03 € C* y t € Ji, entonces

’ f(S,(pl(S)) - f(sv@Q(s)) ’ ds

to

| Tpr(t) = Tepa(t) | <

t
| ei(s) = pals) [ ds

K |t —to | [ler = wall < Kdlpr — ol ,VE € J1.

IN

K

IN

Asi que
[Tp1 — Tpa|| < Kdllp1 — 2.

Teniendo en cuenta la eleccién de §, obtenemos que T : C* — C* es una contraccion.
Entonces, por el teorema de punto fijo de Banach existe un tnico punto fijo para T en
C*, el que a su vez es la tnica solucién del P.V.I. (2.1)-(2.2) definido en J;. 1

Observemos que la condicién de Lipschitz es suficiente para obtener la unicidad
de las soluciones de (2.1) pero no es necesaria. Para ello recomendamos al lector ver
el ejercicio 2.7.2. Ademads, el teorema 2.2 es estrictamente local. En efecto, el P.V.I.
a2’ = cos(t + x) con z(0) = 0, posee una unica solucién x(t) = 2arctan(t) — ¢, definida
para todo t. Sin embargo, no es dificil ver que el nimero § dado por el teorema 2.2 es
menor o igual a 1.

Cabe preguntarse: No siendo f localmente Lipschitz, jpodria el P.V.I. (2.1)-(2.2)
tener solucién 7. La respuesta a esta pregunta la da el siguiente :

Teorema 2.3 ( Peano) Si f € C[J x D,IR"|, entonces el P.V.I. (2.1)-(2.2) posee
al menos una solucion.

Demostracion. Seana >0, b >0y M > 0 las constantes que figuran en
la demostracion del teorema 2.2. Escojamos una constante 6* de modo que 0 < §* <
min{a,b/M}, y sea J = [tg — 6*,tp + ¢*]. Definamos el conjunto

C ={p € C[J,R"] : p(to) = o, | p(t) — a0 |< b, t € T},
Es inmediato que C’: es un conjunto convexo, cerrado y acotado.

Para cada ¢ € C, definamos el operador T' de la siguiente manera

t ~
To(t)=xz0+ | f(s,0(s))ds, t e J.

to
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Mostremos que~T5 cC v que es un operador completamente continuo. Es obvio que
para todo ¢ € C', Tp(ty) = xo. También,

t

| To(t) —xp |< | f(s,0(s)) | ds| < M |t —to |< M&* <bVtelJ.

to
Lo cual implica que TC c C.

Probemos ahora que TC es un conjunto equicontinuo. Sean ¢ € 5, ti,t2 € J.
Entonces

| To(t1) — To(tz) |<

to
[ 160t \\dsst—tg ,

t1

lo cual prueba la equicontinuidad de TC. Como TC esté uniformemente acotado, se
sigue que la clausura de T'C' es compacta.

Finalmente, mostremos que T es continuo. Como f es uniformemente continua
sobre D, entonces para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que

| f(s.01(5)) = f(s,02(9)) < &, Vs €, (2.5)

si | @1(s) — @a(s) |< 8, Vs € J. Por otra parte, tenemos que

t

| Tor(t) = Tpa(t) [< | [ | f(s,01(8)) = (s, 92(5)) | ds| . (2.6)

to

Asi (2.5) y (2.6) prueban la continuidad de 7

Como todas las condiciones del corolario 1.6 del teorema de Schauder estan sa-
tisfechas, se sigue que T posee al menos un punto fijo en C*. Esto completa la
demostracién del teorema. |1

§ 2.2 Prolongacién de Soluciones

Sean ¢; : J; — D, i = 1,2, dos soluciones del P.V.I. (2.1)-(2.2), con J; C Jo.
Diremos que ¢y es una prolongacién de ¢ al intervalo Jo, si ¢1(t) = @a(t), ¥Vt € Ji.
Una solucién del problema (2.1)-(2.2) se dice que es no prolongable, si ella no admite
una prolongacién; y en este caso, al intervalo J* donde estd definido ¢, le llamaremos
intervalo maximal de existencia de la solucién ¢.

Lema 2.4 Sea J* = (o, 3) y ¢ € C[J*,IR"]. Si | ¢'(t) |< M, Yt € J*, entonces
los limites lim+ o(t) y li%l o(t) existen.
t—a t—0~
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Demostracion. Demostraremos solamente la existencia de uno de los limites. La
existencia del otro se prueba de manera completamente andloga.
Probemos que lim ¢(t) existe. Sea (t,)n>1 una sucesién de J*, tal que lim t, = 3.
t—pB~ - n—o0

Probaremos que la sucesién (¢(t,))n>1 €s convergente; para lo cual basta mostrar que
es una sucesién de Cauchy.
Sea ¢ > 0, arbitrario. Como ¢ € C'[J*,IR"], tenemos que

| p(tn) — p(tm) [<

tm
/ \w’(t)\dt\gMun—tmL
tn

ya que | ¢'(t) [< M, Vte J
Por otra parte, existe N(g) > 0 tal que
5

T Vn,m>N.

|t — tm |<

Combinando las dos dltimas desigualdades, se concluye la convergencia de la sucesion
(p(tn))n>1. Pongamos B = nlerolo o(tn)-
Probemos que lirél o(t) = B.Seat e (f—¢/2M,3). Como lim t, = [3, existe un
t—B— n—00

b € (5~ </2M, B), tal que | p(ty) — B < </2.
Asi, para todo t € (8 —¢/2M, 3) se tiene que

| p(t) = B|<| p(t) —@(te) | + | p(te) = B |< M |t —tg | +]p(ty) — Bl <e.

Lo que prueba que lim ¢(t) = B. 1

t—03
Observemos que la afirmacion del lema 2.4 es aun vélida , si la funcién ¢ : J* — IR"”

es absolutamente continua y ¢’ € L'[J* IR"].

Lema 2.5 (Prolongacién a un Intervalo Cerrado) Sea ¢ : J* — D una solu-
cion del P.V.I. (2.1)-(2.2). Supongamos que se verifican las siguientes condiciones:

a) lim @(t)=A | 1i%1 o(t) = B;
t—0B~

t—at

b) Los puntos («, A), (B, B) pertenecen a J x D. Entonces la funcion
¢1: [, B] — D definida por

A, si t=a«
pi(t) =4 ¢t) , si te(a,pf)
B , si t=0

es solucion del P.V.1.(2.1)-(2.2).
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Demostracién. Probemos que ¢} (3) = f(8,¥1(3)) . Teniendo en cuenta la defini-
cién de ¢1 = (P11, 9125+ -5 Plis - - -, P1n) ¥ las propiedades de ¢, del teorema del valor
medio se sigue que :

Pl = ulBZR) _ ot (54 h(0r 1) = (5 + b6~ 1)

h
donde h >0,0<0;,<1,i=1,...,ny ¢; es la i-ésima componente de . Por tanto,
. 91(B) — (B —h) .
Auf) = Jim S = lim_ (3 + h(6;~ 1))

= hli)%gr fi (B4 h(0; —1),0(B+ h(0; — 1)) = fi(B, B) = fi(3,»1(8)),

paracadai=1,...,n.
Anélogamente se prueba que ¢ (a) = f(a, p1(a)). |

Observemos que bajo las hipdtesis del lema 2.4 ¢ no solo admite una prolongacion a
un intervalo cerrado, sino que en realidad puede prolongarse a un intervalo abierto que
contenga a [a, 3]. En efecto, denotemos con vy : [3, 5+ d2) — D , ¢y : (o — 61,a] — D
a las soluciones de los P.V.I.

{x’(t) — f(ta) {x’(t) — f(t,)
¢ = B \al@) = 4

respectivamente; §; > 0, i = 1,2. La existencia y unicidad de 1 y 12 vienen garanti-
zadas por el hecho de que (o, A) y (8, B) € J x D y f verifica las hipétesis del teorema
de existencia y unicidad.

Definamos @2 : (o — 61,8 + d2) — D, como sigue :

Pi(t) st a—6 <t<a«
pa(t) = o(t) si a <t<p
Po(t) si B <t<pB+ 0.

Para concluir que @2 es una prolongacion de g, es suficiente mostrar que la derivada
lateral derecha (izquierda) de w9 (de y2) existe ent = « (t = (3) y esigual a f(«, p2(a))
(f(B,92(0))). Y esto se realiza de manera andloga a la prueba del lema 2.5.

Teorema 2.6 (Existencia y Unicidad de Soluciones no Prolongables)
Bajo las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad local, el P.V.1. (2.1)-(2.2) admite
una inica solucion ¢ no prolongable, definida sobre el intervalo J* = («, ) con a > a

yB<b.
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Demostracién. Sea A = {s > o : el P.V.I. (2.1)-(2.2) posee una tnica solucién
sobre [tg, s)}. Por el teorema 2.2, se tiene que A # (). Pongamos 3 = sup A . Definamos
ahora la funcién ¢ : [tg, 3) — D de la siguiente manera : Si t € [to, 3), entonces existe
s* € A, tal que t < s*. Llamemos g+ a la tnica solucién de (2.1)-(2.2) definida sobre
[to, s*) y pongamos () := @4+ (t). Por la unicidad de pg«,  estd bien definida. Ademas,
por la construccion, ¢ es solucién del P.V.1. (2.1)-(2.2) sobre [to, 3) v ella no puede ser
prolongada maés alla de 3, ya que 3 =sup A.

Andlogamente se prueba, que existe una unica solucién de (2.1)-(2.2), definida sobre
(e, to], no prolongable a la izquierda de a. I

Un breve andlisis del lema 2.5 y del teorema 2.6 nos conduce a enunciar el siguiente
sencillo, pero importante resultado.

Corolario 2.7 Si (a,3) es el intervalo mazimal de existencia y unicidad de una
solucién ¢ de (2.1), entonces, (t,o(t)) tiende a la frontera de J x D, cuando t — o™

yt— 67,

Hasta el momento, toda la discusién sobre la prolongabilidad de las soluciones de (2.1)
que hemos hecho, no nos permiten concluir nada acerca de la existencia de soluciones
globales. Esto es razonable, ya que en el ejemplo 2.1 estudiamos una ecuacion con
parte derecha continua y localmente Lipschitz, que no tiene soluciones globales. A
continuacién probaremos un resultado bastante general, que garantiza precisamente la
existencia de soluciones globales de (2.1).

Teorema 2.8 (Existencia y Unicidad Global)
Supongamos que f € C[J x D,IR"| es localmente Lipschitz. Sea ¢ : (a,3) — D la
inica solucion no prolongable del P.V.I. (2.1)-(2.2). Si existe un conjunto compacto
D* C D, tal que p(t) € D* para todo t € (o, 3), entonces ¢ es global; es decir, « = a y
3 =0b.

Demostracion. La demostracion la haremos por reducciéon al absurdo. Supon-
gamos que ¢(t) € D* para todo t € («, ), pero @ > a 6 3 < b. Concretamente
supondremos que (§ < b.

Claramente [tg, 3] x D* C J x D. Pongamos M = max{| f(t,z) |: (t,z) € [to, 8] x
D*}. Por lo tanto

| &' (1) [=] f(to(®) |< M, t € [t, B).
Asi, por el lema 2.4, se tiene que li%a ©(t) = By pertenece a D*, ya que D* es
t—0~

compacto. Esto muestra que (3, B) € J x D. Aplicando el lema 2.5, concluimos que ¢
se puede prolongar a un intervalo [tg, 3 + ), para algin § > 0. Contradiccién. 1
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Corolario 2.9 Sia > a ¢ § < b, entonces para todo conjunto compacto D* C D,
existe un t € (o, to] ¢ t € [to, B) tal que (t) & D*.

Un inconveniente que presenta el teorema de existencia global en las aplicaciones,
tiene que ver con el conjunto compacto D*; ya que no se sabe en general como podemos
construirlo. En lo que sigue daremos algunas condiciones suficientes para la existencia
de soluciones globales.

Teorema 2.10 Supongamos que f € C[J x IR",IR"] es localmente Lipschitz y que
existen funciones M y N € C[J,IR"] tales que

| f(t,z) K M)+ N(t) |z| , V(t,z)e JxR"

Entonces todas las soluciones de (2.1) son globales.

Demostracién. Por reduccién al absurdo. Sea ¢ la tinica soluciéon no prolongable
del P.V.I. (2.1)-(2.2) definida sobre el intervalo (o, 3). Supongamos, por ejemplo, que
B < b. Pongamos M; = max{M (t) : t € [to, (]}, N1 = max{N(¢) : t € [to,3]}. Como
¢ es solucién de (2.1)-(2.2) y teniendo en cuenta las condiciones del teorema, se sigue

que
601 < 1rol+ [ 1560 [ds <l | + [ ()5 NG | ols) D
< x|+ t M (s)ds + t N(s) | ¢(s) | ds
< a0 | +Mi(B—t0) + ttN<s>|<p<s>\ds . Vet B).

Aplicando el lema de Gronwall a la desigualdad anterior obtenemos

o) <[] zo | +M1(8 —to)] exp{N1(8 —t0)}, V1 € [to, 3).

Esto muestra que ¢(t) pertenece a un compacto para todo t € [tg, 3). Por el teorema
2.8 se sigue que 3 = b, lo cual es una contradiccién. |

Corolario 2.11 Si f € C[J xIR",IR"| es globalmente Lipschitz, entonces las solu-
ciones de (2.1) son globales; es decir estin definidas sobre todo J.

Esto se sigue inmediatamente del teorema 2.10 y del hecho que

|f(t,l')’ < |f(t,$) - f(t,0)| + \f(t,O)],V(t,x) € J xR
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§2.3 Continuidad de las Soluciones Respecto a los Datos Iniciales.

Hasta el momento, siempre hemos fijado un punto (tp,z9) € J x D y buscado
luego la solucién de (2.1). El objetivo de este pardgrafo consiste en estudiar el compor-
tamiento de las soluciones de la E.D.O. (2.1) en relacién con la variacién de los datos
iniciales. Si variamos “poco” los valores iniciales, cabe preguntarse :

e ;, Como se comportaran las soluciones que corresponden a datos iniciales “cer-
canos” a (tg,zg) 7.

e ; Se mantendran cercanas entre si dichas soluciones 7.

e Si esto sucede, ;, sobre qué tipo de intervalos se mantendra la cercania 7.

Antes de precisar qué es lo que entenderemos por dependencia continua de las
soluciones respecto a los datos iniciales, analicemos el siguiente:

Ejemplo 2.3 Sea ' = z con z(ty) = x¢. Denotemos con x(t,ty, zg) a su solucién.
En este caso x(t,to, x0) = xoexp(t —tp) con t € IR.

__—
—

Figura 2.3

Es claro que xo y z( pueden estar tan cercanos como se desee, sin embargo
|z(t, to, x0) — x(t, to, x5)| = exp(t — to) | xo — zg |— 400, cuando t — +o0.

Sea J* = [to—T1,to+ T3], el cual obviamente esta contenido en el dominio de x(+, tg, o),
para todo 17 > 0, T5 > 0. No es dificil observar que siendo € > 0, un ntmero dado, si
| 2o — x| < exp(—T2), entonces | z(t,to, zo) — x(t, to, xf) [<e, VteJ"

Definicién 2.1 Diremos que la solucién z(¢,tg, z¢) del P.V.I. (2.1)-(2.2) depende
continuamente de los datos iniciales (tg,x), si dado € > 0 y un intervalo cerrado
cualquiera J* = [tg — T1,t9 + T] contenido en el dominio de x(-,%p,xp), existe un
entorno U = U(ty,zo) del punto (tp,zo) tal que para todo (ti,z) € U, la solucién
x(t, t§, ) estd definida para todo t € J* y ademas

|x(t,t0,x0)—x(t,t6,xa) ‘<57 Vte J"
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En lo que sigue, procederemos a mostrar que si las soluciones de (2.1) son tnicas,
entonces ellas dependen continuamente de los datos iniciales.

Lema 2.12 Sea U un conjunto compacto contenido en J X D. Entonces existen
constantes a > 0 y b > 0 tales que el conjunto

A= |J B(to,z0) con Blto,m0) ={(t,z) : [t —to| < a, |z — x| < b},
(to,xo)€U

es un subconjunto compacto de J X D.

Demostraciéon. Como J x D es abierto, para cada (tg, xg) € U, existen constantes
a >0y [ > 0, tales que el conjunto {(t,z) : |t —to| < «a, |z — x0| < B}, estd
totalmente contenido en J x D. Por lo tanto la unién de todos estos conjuntos forman
un cubrimiento abierto de U. Asi, en virtud del lema de Lebesgue, existen constantes
a* > 0y b* > 0, tales que eligiendo 0 < a < a* y 0 < b < b*, obtenemos que A C J x D.

Veamos que A es un conjunto compacto. Si (t,z) € A, entonces existe un punto
(to,zo) € U tal que |t —to |[< ay | x — zp |< b. Esto implica que

[tI<|[t—to|+|to|<at+|to]| , |z|<|xz—x0|+]|x0|< b+ |20,

de donde se obtiene que A es un conjunto acotado, por serlo U.

Veamos ahora que A es un conjunto cerrado. Para ello sea (t*,2*) € A. Entonces
existe una sucesion {(t,, zn)nen C A, tal que lim (t,,zy,) = (¢, z").

n—oo

Por otra parte, es evidente que, para cada n € N, existe un punto (¢, z) € U tal
que | t, =ty |[< ay | @, —xf |< b. Como la sucesién {(t7,z{)}n>1 estd contenida en
U, existe una subsucesién {5, 2p*) te>1 de {(t§, 2) }n>1 convergente en U. Llamemos
(to, Zo) € U su punto limite. Entonces

[t —to | < [t —tn [+ [ tn, — 5" [+ 5" — 1o |,

2" — 20| < |a"—an, |+ | @, — 2 |+ 20" — 20 |-

Luego, pasando el limite con ny — oo, obtenemos que | t* —tg |[< ay |z* — T |[< by
con ello la prueba del lema. |

Teorema 2.13 (Dependencia Continua de los Datos Iniciales)
Bajo las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad, las soluciones de (2.1) dependen
continuamente de los datos iniciales.

Demostracién. Consideremos un conjunto compacto U C Jx D. Sea A el conjunto
compacto dado por el lema 2.12. Denotemos por M = max{|f(t,z)| : (t,x) € A} y
sea K > 0 la constante de Lipschitz de f|4. Escojamos una constante 6 > 0 de manera
que § < min{a,b/M,1/K}, con a >0y b > 0 las constantes dadas por el lema 2.12.

Consideremos el subconjunto C* de C[[—d, §], IR"] formado por las funciones ¢ tales
que:
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a) ¢(0) =0,
b) | p(t) |< bVt € [-6,4].

Para cada y = (to,z0) € U, definamos sobre C* un operador T} de la manera siguiente:

t-+to
Typ(t) = /t f(s,o(s —to) +xo)ds , te[=6,0].

0

Es claro que si ¢ es un punto fijo de 7T}, entonces

©'(t) = f(t +to,o(t) + o),

de donde se sigue que x(t) = p(t — tp) + xo es solucién del P.V.I. (2.1)-(2.2), para todo
te[to—0,to+6).

Utilizando razonamientos andlogos a los de la prueba del teorema 2.2, se obtiene
que T, : C* — C* es una contraccién uniforme respecto a y, con y € U. Por lo
tanto, en virtud del teorema 1.3 se sigue que ¢(t,to, xo) es continua en (tg, zg) sobre
U, uniformemente en ¢t con t € [—4,0]. De donde a su vez concluimos que la funcién
x(t, to, x0) = xo + w(t — to;to, o) es continua en (o, o) sobre U, uniformemente en t,
cont e [to —0,tg + 5]

Sea ahora (tgp,xo) un punto cualquiera en J x D. Segun el teorema 2.6, existe
una unica solucién x(t,tg,zp) no prolongable del P.V.I. (2.1)-(2.2), definida sobre un
intervalo (o, 3); con a < a, 3 < b.

(t 4 to 91, z(t + to + 81, to, z0))
/

,-\
=
[=]

8
?\
|
|

\Q____________

I
to + ks |
: I to+nsé
to + (k+1)8 :
25 to + (n —1)6
Figura 2.4

Sea T € («, 3). Sin pérdida de generalidad, supongamos que T' > tg, el caso T < ty
se analiza de manera andloga. Pongamos U = {(t,z(t,to,zo)) : t € [to,T]}, el cual
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es un subconjunto compacto de J x D. Por lo demostrado previamente, x(t,£,n) es
continua en (&, n) sobre U, uniformemente en ¢, con t € [ — §,& + ¢].

Para probar que z(t,&,n) es continua en (£, 7n) uniformemente sobre [ty, T] particio-
nemos el intervalo [tg, T'] como sigue:

to<t1 <teg<--<tp=tg+kd<tpp1<- - <tp_1 <T,

donde p es el menor entero positivo tal que tg + (p — 1)6 < T < tg + po.
Teniendo en cuenta la unicidad de las soluciones de (2.1)-(2.2), se sigue que :

z(t + t1;t0, xo) = x(t + t1;t1, z(t1; 0, %0)).

Lo cual implica que la continuidad de z(t, to, z¢) en (¢g, xo) es uniforme sobre el intervalo
[to, to + 20]. Por lo tanto, x(s;&,n) es continua en (£,7) sobre U, uniformemente en s,
con s € [£ —26,& + 25] N [to, T1.

Supongamos ahora que z(s;§,n) es continua en (£, 7n) sobre U, uniformemente sobre
[€ — k6, & + kd] N [to, T.

Nuevamente, por la unicidad, tenemos que

x(t + ti; to, xo) = x(t + tg; tg, x(tx; to, o)),

lo cual implica la continuidad de z(s; £, n) respecto de (£,n) € U, uniformemente sobre
el intervalo [€ — (k+ 1), & + (k + 1)d] N [to, T]. Esto concluye la prueba del teorema. |1

Supongamos que el campo vectorial f satisface las condiciones del teorema de exis-
tencia y unicidad. Sea (to, o) en Jx D y denotemos por («a(tg, xo), B(to, o)) al intervalo
maximal de existencia y unicidad de x(¢, tg, zp). Definamos el siguiente conjunto :

Qf) = {(t, to, x0) : a(to, x0) <t < B(to,x0), (to,x0) € J x D}.

Al conjunto Q(f) se le llama dominio de definicién de z(¢, to, o).

A partir del teorema de existencia y unicidad y el teorema sobre la dependencia
continua de las soluciones respecto a los datos iniciales, se sigue que Q(f) es un conjunto
abierto.

§ 2.4 Dependencia Continua de las Soluciones Respecto a
Parametros

Consideremos ahora el P.V.I., siguiente:
' (t) = f(t,x, p), (2.7)

x(tg) = . (2.8)
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El sistema (2.7) representa una de las formas en que puede aparecer un pardmetro p
en las ecuaciones diferenciales. También podria estar multiplicando a 2/(t). En realidad
(2.7) representa a una familia uni 6 multiparamétrica de campos vectoriales.

Supongamos que para cada valor en el pardmetro pu, el sistema (2.7)-(2.8), posee una
tnica solucién, la cual denotaremos por x(t,tg, xg, ). Nuestro objetivo serd averiguar
bajo qué condiciones y para qué valores de t se satisface que

lim :L'(t,t(), X, M) = $(t7t07x07 NO);
H—po

con los pardmetros variando en un conjunto abierto Dy C IR™.

Ejemplo 2.4 Consideremos un circuito eléctrico formado por un condensador C'y
una inductancia L, conectados como se indica en la figura 2.5.

Figura 2.5

Despreciando la resistencia del conductor, la corriente i(t) se determina resolviendo la
ecuacion diferencial

1
Li"(t) + 6z'(zt) =0. (2.9)
En el caso que no despreciemos la resistencia R, la corriente I(t) viene dada por
1
LI"(t) + RI'(t) + 61‘(75) =0. (2.10)

Analizando las expresiones de las soluciones de (2.9)-(2.10), veamos cudndo podemos
despreciar R. Si nos interesamos por el comportamiento de las soluciones de (2.10) para
R pequeno, podemos suponer sin perder generalidad que 0 < R < 2(%)1/ 2,

Integrando (2.9) y (2.10) obtenemos que :

a) i(t) = Asin(wt + ),
b) I(t) = Aexp(—at)sin(vw? — a?t + ¢),

donde A y ¢, son constantes de integracién, ww = (LC’)fé ya=R(2L)"L

Es claro que por cercanos que estén los datos iniciales (i(0),4'(0)) e (1(0),1'(0)),
incluso, siendo iguales, las funciones i(t) e I(t) no pueden permanecer cercanas para
todo t > 0, ya que i(t) es 2r— periédica, mientras que I(t) — 0, si t — 400, (ver figura
2.6).
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. !
i I

(i(0),4(0)) (1(0),1(0))e—
A W

dhw S
NEAN

Figura 2.6

Este analisis nos permite concluir que no se puede despreciar la resistencia ejercida
por la linea que conduce la corriente, por pequena que sea, cuando ¢t — +00.

En lo que sigue mostraremos que el problema de la dependencia de las soluciones
respecto a un parametro, se reduce al estudio de la continuidad de las soluciones de un
nuevo sistema de ecuaciones diferenciales equivalente al sistema original, respecto a los
datos iniciales.

y—{ﬂ, F(t,y)—{f(t’g’“)}, y(to)—yo—{xo],

Mo

se obtiene que el P.V.I. (2.7)-(2.8) es equivalente al siguiente problema:
y = F(t,y), (2.11)

y(to) = yo. (2.12)
Teniendo en cuenta esta observacién y el teorema de la dependencia continua de las

soluciones respecto a los datos iniciales, es inmediato el siguiente:

Teorema 2.14 (Dependencia Continua Respecto a Pardmetros). Supongamos que
se verifican las condiciones siguientes:

a) fe€C[JxDx Dy, IR"],
b) La funcion f es localmente Lipschitz respecto a su sequnda y tercera variable.

Entonces, para todo dato inicial po = (to, xo, po) € J x D x D1 y un intervalo compacto

J* contenido en el dominio de x(-,pp), existe un entorno U* = U*(pg) tal que para todo

po = (t6, 5, 1) € U™ se tiene que Domx(+,pg) D J* y ademds lim x(t, py) = x(t,po),
Po—Po

uniformemente en t, sobre J*.
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§ 2.5 Derivabilidad de las Soluciones Respecto a los Datos Iniciales
y a Parametros

En esta seccién mostraremos que las soluciones de (2.1) heredan las propiedades
de suavidad que posea el campo vectorial f(¢,x), respecto de los datos iniciales.

Lema 2.15 Sea D un subconjunto abierto y convero de R"™ y g € C[J x D,R"] tal
que 0g/0z existe y es continua sobre J x D.
Entonces se verifica la siguiente identidad

gt ) — gt 1) = </01 {gi(t, sza 4 (1— s)xl)} ds) (22 — 1), (2.13)

para todo (t,z;) € J x D, i=1,2.

Demostracién. Definamos la funcién F(s) = g(t,sze + (1 — s)z1), s € [0,1].
Observemos que F(0) = g(t,z1) y F(1) = g(t,z2). Ademads, por las hipétesis del lema
se sigue que F'(s) estd bien definida en [0, 1] y ademds se verifica que

Fl(s) = g:gc(t, sty — (1 —s)x1)| (w2 — x1). (2.14)

Integrando (2.14) entre s = 0 y s = 1 obtenemos (2.13). 1

Teorema 2.16 Supongamos que:
i) f € C[J x D,IR",
of

ii) e existe y es continua sobre J x D.

Entonces la solucion x(t;to, zo) del P.V.I. (2.1)-(2.2) es continuamente diferenciable
en todas sus variables, en su dominio de definicion. Ademds se verifica que :

a) La matriz g—&(t,to,xo) satisface la ecuacidn diferencial

,_[of

Yy o (t7$(t7t0;x0)) Yy (215)

con y(to) = I. A la ecuacion (2.15) se le llama ecuacion diferencial variacional.

b) También se satisface que :

9 9
a—;(t,to,xo) - —a—;(t,to,xo)f(to, o). (2.16)
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0

Demostracién. Primero probaremos que -$%-(t,t0,zo) existe, que es continua
axo ’ I )

y satisface (2.15). Para ello sea h # 0 un ndimero real arbitrario y escribamos e =
(€1ks "+ y€jks -+ yenk) T, con ejr = d;1, el delta de Kronecker y con ()7 indicamos vector
traspuesto. Para mayor comodidad y sencillez en la notacién en lo que sigue, pongamos
xz(t,h) = x(t;to,xo + her) y zo(t) = z(t,to,zp). Al ser el dominio de definicién de
x(t,to, o) un conjunto abierto, podemos elegir h suficientemente pequenio de manera
que (zo + (1 — s)hey) € D, para todo s € [0, 1].

Teniendo en cuenta la definicién de z(t, h), se sigue que :

(x(t, h) — 20(t))" = f(t, x(t, b)) — f(£,20(t)). (2.17)

Aplicando el lema 2.15 a la parte derecha de la expresién (2.17), con xo = z(t,h) ,
x1 = xo(t), obtenemos

1
(z(t,h) —zo(t)) = [/0 %(t, swo + (1 — s)xy)ds| (x(t, h) — zo(t)). (2.18)

Poniendo
(t, h) — wo(t)
h 5
vemos que xp(t) es solucién de (2.18), con x,(tg) = eg. Sea ¢ la tnica solucién de (2.15)
tal que ¢(tp) = er. Mostremos que zp(t) — ¢(t) cuando h — 0, uniformemente en ¢
sobre intervalos compactos contenidos en el dominio de xq(t).

xp(t) = con h#0,

Sabemos que

xmh%+ﬁux$mmﬂbwmﬂmmm

o) =+ [ [SLiratrtnan))] otrsar

Asi que

|zp (1) )] <

/to / 3 (b 522+ (1= s)z1)ds| - [on(t) — (t)\dt'

(2.19)

/to / [ (t,sxa+ (1 —s)z1) — gi (t,fﬁ(t,to,:xo))] ds| - |g0(t)|dt’ .

Sea J* un intervalo compacto cualquiera contenido en el dominio de zy(t), tal que
ty € J*.
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Teniendo en cuenta que :

. [tof of
}ng(l)/o %(t,sm + (1 —s)x1)ds = %(t,x(t,to,wo)),

uniformemente en ¢, sobre J*; se sigue que : dado € > 0, existe un hg > 0 tal que si
|h| < ho, entonces

Haf of
A 1- -2 ~ 2.2
|5 s 1= 910 = Gttt s < = 2.20)
para cada t € J*.
Pongamos
1 8f .
M = max a—(t, sto+ (1 —s)xy)ds| : te J*, he|—ho, ho] ¢ - (2.21)
0 X

Por lo tanto, en virtud de (2.18),(2.20) y (2.21), obtenemos

t
|zn(t) — @(t)] < eMyy +

Mlan(t) — go(t)dt‘ Vt € J;

donde M; = max lo(t)|, y v = longitud de J*.
e *
Finalmente, aplicando el lema de Gronwall en la desigualdad previa, se tiene que

[zn(t) — ()| < eMyyexp(My),

Lo cual prueba la primera parte de nuestra afirmacion, ya que ¢ es arbitrario.

Probemos ahora que g%) existe, es continua y viene dada por la expresién (2.16).

Sea h # 0 suficientemente pequeno y definase:
_ QT(t, to + h, ‘/EU) — fL‘(t, to, ‘TO)

Tp(t) Y )

Por la unicidad de las soluciones, tenemos que
x(t,to0, v0) = x(t,t0 + h, z(to + h,to, o))

Asi

1
.i'h(t) = E [x(t, t(] + h, iL'o) - l‘(t, t() + h, .1‘(150 + h, to, xo))] (2.22)

Aplicando el lema 2.14 a (2.22), obtenemos que:
1 U ox

Tp(t) = + { 8770(75’% + h, sxo + (1 — s)z(to + h, to, o))ds | (xo — x(to + h, to, 20))
0
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1 o 1
=— { a—x(t,to + h, sxo+ (1 — s)z(to + h, to, $0))d8:| / x(to + (1 — s)h, to, zo)ds,
0o 9T 0
De esta expresion, haciendo tender A — 0, obtenemos el resultado deseado. 1
Consideremos el P.V.I. 2/ = f(t, 2z, n), x(tg) = o, y denotemos por x(t,to, xo, i) a
su solucién.

Teniendo en cuenta que (2.7)-(2.8) es equivalente al sistema (2.11) con y(to) = yo,
se sigue del teorema 2.16 el siguiente:

Corolario 2.17 Si f e C[Jx D x Dy,R"] y %, gT]Z existen y son continuas sobre

JxDx Dy, entonces x(t,tg, xo, ) es continuamente diferenciable en todas sus variables.
Ademas se tiene que :

ox

a) La matriz a—m(t,to,xo,u) satisface a la ecuacion diferencial variacional

0
y = [%(t,x(t,to,wo,u),u)] y

con y(to) = I.

b) La matriz g—z(t,to,xo,u) es solucion de:

o 0
y = [%(t,m(t,to,xo,u),ﬂ)} y+ &{(t,x(t,to,xo,u),ﬂ)

con y(tg) = 0.

or ox
%(t>t07x07ﬂ) - _87:1;0(25775071‘07/‘)]0(2507'%07#)'

§2.6 E.D.O. con Parte Derecha Discontinua

En los paragrafos 2.1-2.5, solo hemos considerado campos vectoriales continuos.
Bajo esta condiciéon el P.V.I1.(2.1)-(2.2) es equivalente a la ecuacién integral

x(t) = zo + t f(s,x(s))ds.

En la teoria de control automatico, teoria de 6ptimo, etc., surge la necesidad de con-
siderar campos vectoriales en general discontinuos en ¢. En este paragrafo estudiaremos
E.D.O., cuyo campo vectorial pertenece a una clase mas general, que la considerada
hasta el momento.
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Definicién 2.2 (Condicién de Caratheodory)
Se dice que f : J x D — IR" satisface la condicién de Caratheodory sobre J x D,
si:

a) Para cada z € D, la funcién f(-,z) es medible Lebesgue.
b) Para cada t € J, f(¢,-) es continua.

c¢) Para todo conjunto compacto U C J x D, existe una funciéon m € L, tal que

| f(t,z) [<m(t), V(tz)eU.
No es dificil mostrar que la condicién (c) es equivalente a la siguiente:

d) Para todo p € J x D, existe un entorno U* del punto p y una funciéon m* € L!,
tales que:

|f(t,x)] <m*(t), paracada (t,7)€U*; con U* CJx D.

Notemos que, si f satisface la condicién de Caratheodory, entonces toda solucion de
la ecuacion integral (2.3) es absolutamente continua. Por esta razén, debemos pensar a
las soluciones de la E.D.O., en un sentido generalizado. Maés precisamente, diremos que
¢ :J1 — D es solucién de 2’ = f(t,z), con x(tg) = xo; si ¢ es absolutamente continua
y satisface a la E.D.O., excepto sobre un conjunto de medida nula, y ¢(t9) = xo.

El siguiente teorema es el analogo del teorema de Peano.

Teorema 2.18 (Caratheodory) Si f satisface la condicion de Caratheodory so-
bre J x D, entonces el P.V.I, (2.1)-(2.2) posee al menos una solucion.

Idea de la demostracion. .
Sea U un compacto cualquiera de J x D, tal que (tg,z9) €U . Sea m € L', la funcién
dada por la condicién de Caratheodory. Elija a > 0 y b > 0 de modo que

D=A{(t,x) :|t—ty|<a,|r—x9| <1} CU.

Escoja una constante ¢ de forma que 0 < é < a y ft?H m(s)ds < b.
El resto de la demostracién es exactamente igual a la prueba del Teorema Peano.
El teorema 2.18, no garantiza en general la unicidad de las soluciones, para ello es

necesario imponer alguna condicion adicional a f.

Definicién 2.3 (Condicién de Lipschitz Generalizada) Diremos que f : J x
D — TR" satisface la condicién de Lipschitz generalizada, si para cada conjunto com-
pacto U C J x D, existe una funcién k € L, tal que

[f(t, 1) = f(t, w)| < R(t)]xr — w2,

para cada (t,z1) y (t,z2) € U.
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Teorema 2.19 (Existencia y Unicidad de Soluciones no Prolongables)
Supongamos que:

a) f satisface la condicion de Caratheodory.

b) f werifica la condicion de Lipschitz generalizada. Entonces el P.V.1. (2.1)-(2.2)
posee una unica solucion no prolongable, definida sobre (o, 3), cona < a y 3 < b.

Esbozo de la prueba
Primero se prueba la existencia y unicidad local. Para ello se fija un compacto U,
como en el teorema 2.18 (Caratheodory). Sean m y k en L', las funciones dadas por
la condicién de Caratheodory y Lipschitz generalizada, respectivamente. Sean a > 0y
b > 0, tales que D = {(t,z) :| t — to |< a, |z — x¢| < b} C U. Eligiendo una constante
de modo que 0 < ¢ < a, ti)OH m(s)ds <by ftOM k(s)ds < 1 postulando exactamente

to
igual que en la prueba del teorema 2.2, se obtiene la existencia y unicidad local.
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§ 2.7 Ejercicios y Problemas

1. Estudie la existencia y unicidad de las soluciones de los siguientes P.V.I.:

b) o =1 20)=1
c) @ =1+22, 2(0)=0
d) o/ = ——
)@ 1422 +y°
1
y,_ 2

e) (cost)z’ + (sint)x =1, z(0)=1.
2
f) 2tnja| — 14+ EFLe =0, 2(2) = —e.

2. Muestre que la condicién de Lipschitz, no es una condicién necesaria para la
unicidad.

Indicacion: Integre las siguientes ecuaciones diferenciales:

i) o’ = 1+.CC§,.T(O) =0.
ii) 2’ = g(z),2(0) = x¢, donde

i .
o) = aulnm| six #0
0 six=0.

3. Considere el siguiente sistema 2’ = g(z), ¥’ = f(z)y donde g : R" — IR" es una
funcién globalmente Lipschitz y f € C[IR",IR]. Pruebe que todas las soluciones
de este sistema estan definidas sobre IR.

4. Sea f € C[IR™,IR"] una funcién acotada. Muestre que el sistema 2’ = f(z) con
x(0) = x0, posee una unica solucién definida sobre todo IR; y ademas es dos veces
continuamente diferenciable.

5. Pruebe que todas las soluciones de las ecuaciones de Van der Pol
" fe(x? -1’ +x=0,e>0,

son prolongables a +oo. Indicacién: reduzca la ecuacién a un sistema bidimen-
sional y estime el crecimiento de la norma (euclidea) al cuadrado de las soluciones.

6. Supongamos que existe una funcién k € L'(J, ]RaL ) tal que

Si 2’ = f(t,z) posee soluciones, entonces ellas estdn definida sobre J.



§2.7.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Ejercicios y Problemas 37

Sea f : IR x IR™ — IR". Si ¢ es una solucién no prolongable del P.V.I. 2/ =
flt,x),z(tp) = xo, definida sobre (o, (), (-0 < a < [ < 400), entonces
lim [(8)] = +oo, lim [@(t)] = +oo.

t—B— t—at

. Sea f € C[R x R™,IR"] tal que |f(t,z)| < k(t)d(|z|), para todo (¢t,z) € IR X

IR"; donde k € C(R,IRy) , 0 € C[RS, Ry, §(0) =0, 6(v) > 0Vv >0y
© dv __
0 () — &

Pruebe que todas las soluciones del sistema 2’ = f(t, z) son prolongables a +oco.
Indicacién: Estime el crecimiento de la funcién v? =< z,z > a lo largo de las
soluciones del sistema.

Sea f : IR — IR una funcién continua y acotada. Sea ¢, : [0,1] — IR una sucesién

de soluciones de la E.D.O. 2/ = f(z).

Pruebe que: si ¢, converge para algin t* € [0, 1], entonces existe una subsucesion,
que converge a una solucién de 2’ = f(z).

Indicacién: aplique el lema de Arzela-Ascoli al conjunto H = {¢1, @2, }.
Sea 2/(t) = 2t+pux?, x(ty) = zo, y Denotemos su solucién por x(t, to, zg, it). Halle
%}Zfﬂo,u) en el punto (¢,0,—1,0).

Ooxr Oz Ox

ai:xo, 8.%6’@ en el

Sea ' 4 3z’ = 2sint + u(2')?, z(to) = x0, 2'(tg) = x. Halle
punto (t,0,0,0,0).

Muestre que : Si el sistema 2’ = f(x) admite soluciones no prolongables a +oo,
entonces existe un cambio de la variable independiente, tal que las soluciones del
sistema transformado son prolongables a 4oc0.

Indicacion: Ponga
t
ut) = [ VIFIEIPEs o el . g<+o

Supongamos que existe k € C[J,IR1], tal que

Demuestre que si f es continua en ¢, entonces el P.V.Iy' = f(t,y), y(to) = vo,
posee una unica solucién definida Vit € J.

Estudie la prolongabilidad a +o0o de las soluciones de las siguientes ecuaciones
=142, 2 =a>+t2.
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Capitulo 3

Sistemas Lineales

En este capitulo estudiaremos sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. En esta caso se puede obtener informacion mas detallada sobre el comportamiento
de sus soluciones, la cual serd muy util al momento de estudiar la dinamica de ecuaciones
diferenciales no lineales.

Un sistema de la forma

¥ = A(t), (3.1)
se denomina lineal homogéneo y uno del tipo
y = Aty + f(t), (3.2)

se denomina sistema lineal no homogéneo; donde A € C[J,R"*"] y f € C[J,IR"].

Mostremos que (3.2) admite una unica solucién para cualquier problema de valor
inicial. En efecto, denotemos por F(t,y) = A(t)y + f(t). Como A y f son continuas,
se sigue que F' también es continua y se verifica que

[E (o)l < Ayl + [F®)]V (Ey) € J x R,

entonces por el teorema de prolongacion global 2.10, se sigue que (3.2) admite una nica
solucién definida sobre el intervalo J. En otras palabras el intervalo de continuidad de
las funciones A(t) y f(t) determina el intervalo maximal de existencia y unicidad de
las soluciones del sistema (3.2).

§ 3.1 Sistemas Lineales Homogéneos

Lema 3.1 Con las operaciones usuales de suma y producto por un escalar de fun-
ciones el conjunto >, = {¢ : J — R"™ talque ¢ satisface (3.1)} es un espacio
vectorial de dimension n.

Demostracién. Es obvio que ) es un subespacio vectorial del espacio C[J,IR"].
Mostremos que Y es isomorfo a IR". Para ello consideremos los siguientes P.V.I.

¥ =At)z , =z(to)=¢; |,

donde {6’]’}?21 es la base canénica de IR™. Es claro que para cada j existe una tnica
solucién del P.V.1., a esta solucién la denotaremos por ¢;. Entonces ¢; € >, y el ope-
rador T': IR™ — ), definido por T'e; = ¢;, induce un isomorfismo entre R" y > . En
efecto, si g € IR", existen constantes ci, ..., ¢y, tales que zg = Y . ; ¢;e;. Luego por
ser T lineal, Txg = > | ¢ip;. Definiendo o(t) = > 7 | ¢, obtenemos que ¢ € Yy
satisface la condicién inicial z(tg) = zg. |

Teniendo en cuenta la prueba del lema 3.1 y el hecho que un isomorfismo envia
bases en bases, se sigue que {p1,...,¢,} es una base del sub-espacio vectorial .

39
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Definicién 3.1 A cualquier conjunto de funciones ¢; € >, j = 1,...,n; que sea
base de Y lo llamaremos sistema fundamental de soluciones del sistema (3.1).

Definicién 3.2 A la matriz ® : J — IR™ " cuyas columnas sean las componentes
de alguna base de ) se le llama matriz fundamental del sistema (3.1). Si ademds
®(ty) = I , entonces ¢ se llama matriz fundamental principal.

De la definicién de matriz fundamental se sigue inmediatamente que ®'(t) = A(t)®(t).
Entonces toda solucién del sistema homogéneo (3.1), tiene la forma z(t) = ®(¢)C,
donde C es un vector constante en IR"™ a determinar. En particular, z(tg) = zo =
®(t)C. De allf que C = ®~1(¢y)xo. Asi, la tinica solucién del sistema lineal homogéneo
(3.1) tal que z(tg) = xo, viene dada por la expresién

:E(t,to,d?o) = (I)(t)q)(to)_ll‘o. (3.3)

A la matriz K(t,tg) = ®(t)®(tp) "}, se le llama matriz de transicién (operador de
evolucién) del sistema (3.1). Ademas, el operador de evolucién K(t,t) satisface las
propiedades siguientes:

a) La matriz de transicién es tnica.

) K(t, to) = K(t,s)K(s,t0), Vto < s <t, (propiedad semigrupal).
¢) K~'(t,to) = K(to, 1),

) K(to,to) =1,

¢) L (t,10) = AWK (t.to).

Una propiedad bien interesante de las matrices soluciones del sistema (3.1) es que ellas
son siempre singulares o no-singulares. Es decir, es suficiente que una matriz solucién
sea no singular en un instante ¢ty para que ella sea no singular para todo ¢ en IR. Esta
afirmacion se sigue inmediatamente del siguiente :

Teorema 3.2 (Liouville). Sea ®(t) una matriz solucion del sistema (3.1). En-

tonces

t
W (t) = det ®(t) = W (to)elo A i e .

A la funcion W (t) se le llama el Wronskiano de ®; y, trA = (traza A) = > | ai; .

Demostracién. Se sabe que
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Como @ es una matriz solucién del sistema (3.1), se tiene que ® = A(¢)®. De donde
se sigue que gogj =Y 11 Gikprj. Sustituyendo estas expresiones en el determinante

P11 Pin
©i Pin |
©nl1 Onn

multiplicando la primera fila por —a;1, la segunda por —a;s y asi sucesivamente, excepto
la i—ésima fila; y sumandoselas a la i—ésima fila, obtenemos que

©11 Pin
P Pin | = aiW (t)
©Pnl Pnn

Lo cual inmediatamente implica que W'(t) = trA(t)W(t). Esto prueba nuestra afir-
macién. |

Supongamos ahora que A(t) es una matriz constante y la seguiremos denotando con
la misma letra. Pongamos
" © Angm
e = Z nl

n=0

Teniendo en cuenta que

i) A" o A" "
n! = n!

.. All™ [t

i)y, AL o o,

se sigue que e! estd bien definida. Mds atin como Y °° ; A™t"/n! converge uniforme-

mente sobre compactos, cada término de la serie es infinitamente diferenciable y la serie
de las derivadas término a término, también es uniformemente convergente, obtenemos
que ®(t) = e satisface la ecuacién matricial lineal homogénea

& Antnfl & Anfltnfl
!

'(t) = Z_:ln” = AZI T AdD(1),

®(0) = Inxn-

Asi, hemos mostrado que para sistemas lineales a coeficientes constantes la matriz
fundamental principal viene dada por ®(t) = e*.
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§ 3.2 Sistemas Lineales No-Homogéneos

Consideremos el sistema lineal no homogéneo (3.2). Especificamente, nuestra in-
tencion es la de hallar una expresién para las soluciones de (3.2), en términos de las
soluciones del sistema lineal homogéneo (3.1). El método que emplearemos para nuestro
propésito es el método de variacién de parametros.

Sea ®(t) la matriz fundamental del sistema (3.1). Busquemos las condiciones que
debe satisfacer la funcién C': J — R"™ para que y(t) = ®(¢t)C(t), t € J, sea solucién del
sistema (3.2). Luego, derivando y reemplazando y(t) = ®(¢)C(t) en (3.2) obtenemos
que :

O'(t)C(t) + ®(t)C'(t) = AL)P()C(t) + f(t) , teld

Teniendo en cuenta que &’ = A(t)P , se sigue que
O)C'(t) = f(t) , ted

Integrando esta expresién obtenemos que : y(t) = ®(¢)C(t) es solucién del sistema (3.2)
si y solo si
t
C(t) = Cy +/ O Ys)f(s)ds , tel,
to
para cierta constante Cy € IR™.
Asi, la expresién general para las soluciones de (3.2) es

y(t) = ®(t)Co + D(2t) /t O l(s)f(s)ds , te (3.4)

to

Si ademas de (3.2) tenemos el dato inicial y(ty) = yo, entonces Co = ®~(to)yo; v
la tnica solucién de (3.2) que satisface la condicién inicial y(tp) = yo viene dada por

t

y(t’tﬂvyO) = K(t7t0)y0 + K(t7 S)f(S) ds , te J. (35)
to
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§ 3.3 Sistemas Lineal Conjugado
Definicién 3.3 Diremos que dos funciones z(t) y z(t) son conjugadas, si
< x(t), z(t) >= cte,
para todo t € J. Aqui, < -,- > denota al producto interior de IR".

Sea z(t) una solucién del sistema (3.1) y z(¢) una funcién diferenciable. Si x(t) y z(t)
son funciones conjugadas , entonces

<2'(t),z(t) > + < z(t),2/(t) >=0 , tel
Luego, como x(t) es solucién de (3.1) se sigue que
<z(t), AT(t)z(t) + 2/(t) >=0 , teJ,

y para toda solucién z(t) de (3.1). Lo cual implica que necesariamente z(t) debe
satisfacer la siguiente ecuacion diferencial

()= -AT(t)2(t) , tel (3.6)

Al sistema (3.6) se le llama sistema lineal conjugado.
Sea ®(t) la matriz fundamental del sistema (3.1). Derivando la identidad

se obtiene que
0 = o+ 0@ = A®t) + (@YY

De donde se sigue que
(@Y = -0 tA@) , tel

Es decir, (®7)~! es la matriz fundamental del sistema lineal conjugado (3.6).

Observacién 3.1 En teoria de control éptimo y en programacion lineal, frecuente-
mente asociado al problema que se desea resolver, se plantea otro problema llamado
Problema Dual. En algunas teorias este problema dual se obtiene o viene a dar condi-
ciones necesarias para resolver el problema original. Es de destacar aqui que tales
problemas duales son en realidad los sistema conjugados asociados al sistema original.
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§ 3.4 Sistemas Reducibles

Definicién 3.4 Diremos que el sistema (3.1) es reducible, si existe una matriz L €
CY(IR,IR™™™), no singular, con L y L' acotadas, tal que la transformacién = = L(t)z,
reduce el sistema (3.1) a un sistema con coeficientes constantes de la forma 2’ = Bz,
donde B = L™Y(AL — L').

Una vez vistas las ventajas que presentan los sistemas lineales a coeficientes cons-
tantes resulta natural buscar condiciones que permitan caracterizar a los sistemas re-
ducibles. En este sentido tenemos el siguiente :

Teorema 3.3 (Eruguin) FEl sistema (3.1) es reducible si y solo si la matriz de
transicion del sistema (3.1) se puede expresar como :

K(t,to) = L(t)ePt) L7 (1), (3.7)

para alguna matriz constante B.

Demostracién. Supongamos que el sistema (3.1) es reducible al sistema 2z’ = Bz,
mediante la transformacién x = L(t)z. Definamos ®(t) = L(t)eB!. Derivando @ y
teniendo en cuenta que L' = AL — LB, obtenemos que

& = L'ePt + LBePt = ALePt = A®.

Lo cual muestra que ®(t) = L(t)eP* es matriz fundamental del sistema (3.1). Luego,
la matriz de transicién de (3.1) satisface (3.7). En efecto,

K(t,to) = ®(t)® L (tg) = L(t)eBle Bl L1 (1))

Probemos ahora la suficiencia. Supongamos que se satisface la relacién (3.7) y
definamos x = L(t)z. Entonces 2’ = L'(t)z + L(t)z'. De (3.1) y la expresién anterior,
se obtiene que

L(t)2' = A(t)z(t) — L'(t)z = [A(t)L(t) — L'(t)]2.

Lo cual implica que
=LY O[A®R)L(t) — L'(t)]z. (3.8)

De (3.7), se sigue que :

L'(t) = A()K (¢, to) L(to)e BE0) — K (¢, t0)L(tg) Be Btt0) = A(t)L(t) — L(¢)B.

Finalmente, sustituyendo L(t) y L'(¢) en la ecuacién (3.8), obtenemos que 2z’ = Bz . Lo
cual prueba la reducibilidad del sistema (3.1) 1
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§ 3.5 Sistemas Lineales Homegéneos a Coeficientes Periddicos

La buisqueda de soluciones periddicas para sistemas del tipo y' = f(t,y) es equiva-
lente a resolver un problema de frontera del tipo y(0) = y(w), donde w > 0 representa
el periodo de la solucién buscada. Este tipo de problemas es de gran importancia
préactica.

En este paragrafo consideraremos el sistema (3.1) bajo la condicién adicional que
A(t) es una matriz w—periédica. En este caso decimos que el sistema (3.1) es w—pe-
riédico. Mostraremos que los sistemas lineales w-periddicos son reducibles a sistemas
con coeficientes constantes.

Probemos en primer lugar el siguiente lema auxiliar.

Lema 3.4 Sea C una matriz real e invertible. Entonces, existe una matriz B, en
general compleja, tal que e = C.

Demostracién. Dada la matriz C', denotemos por Ay, - - - , A, sus autovalores. En-
tonces existe una matriz invertible 7' tal que T-'CT = J, donde J := diag[Ji, ..., Jm],
Ji =XM1+ S y S es una matriz nilpotente del tipo

01 00O
001 0O
S=100010
0 00 01
000 0O
Observemos que es suficiente probar el lema para un bloque elemental de Jordan. En
efecto, si para cada i = 1,...,m, existe una matriz B; tal que J; = eP, entonces

C = TJT'=Tdiag[Jy,...,Jn) T~ = Tdiag[e?,... BT

> S RT—1
TeBT—1 = (TBT™ — B

donde B = diag[By,...,Bn]y B=TBT !
Luego, podemos suponer sin perder generalidad, que la matriz C tiene la forma
C=X+S,(A#0),0bien C =\ + %) Pongamos ahora

B = (InA\)I+1In(I + g)

La matriz B esta bien definida, ya que al ser S una matriz nilpotente existe p € N tal
que S¥ =0, ¥k >p+1, lo cual implica que

B S B 0 (_1)k+15k B p (_1)k+lsk
Si=Wl+ D=0 e Tl E
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Por otra parte,

B _ (In\I+S1 _ y,S1 _ 1 _ 21
e’ =c¢e 1—)\61—)\E k:!_)\ o
k=0 k=0

Sustituyendo en la expresién anterior el desarrollo de S7 y después de un tedioso célculo
se obtiene que e = \(I + S/\) = C. 1

Observaciéon 3.2 La matriz B no estd determinada de manera tnica, puesto que
si e = O, también es cierto que para la matriz By = B + (2k7i)I, (k € N) se satisface
que P = C.

Teorema 3.5 (Floquet 1883) Si ®(t) es una matriz fundamental del sistema
w—rperiddico (3.1), entonces ewiste una matriz invertible P € C[IR,IR™*"| tal que
P(t+w) = P(t) y una matriz constante B tal que

®(t) = P(t)ePr. (3.9)

Demostracién. Supongamos en primer lugar que ®(0) = I. Teniendo en cuenta la
periodicidad de la matriz A(t) se tiene que ®'(t4+w) = A(t+w)P(t+w) = A(t)P(t+w),
lo cual implica que ®(t+w) también es una matriz fundamental del sistema (3.1) y por
tanto, existe una matriz constante C' tal que ®(t + w) = ®(¢)C. Luego, poniendo t = 0
se obtiene que ®(w) = ¢(0)C' = C y por tanto ®(t+w) = ®(¢)P(w), de donde se obtiene
que ®(t) = ®(t+w)P ! (w). Por ser ®(w) una matriz no singular, por el lema 3.4, existe
una matriz B tal que ®(w) = eB*. Definamos P(t) = ®(t)e~P!. Evidentemente P(t) es
una matriz invertible y satisface (3.9). Mostremos que P es w—periddica

P(t+w) = 0t +w)e Pe™ Pl = d(t + W)@ Hw)e P! = d(t)e P! = P(1).

Sea ahora ®; una matriz fundamental arbitraria del sistema (3.1). Luego se tiene
que
D1(t) = @(1)P1(0) = P(t)eP'@1(0) = P(t)D1(0)2; ' (0)e” D1 (0)
= P(t)&;(0)c™ OB®10),

Denotando con Pi(t) = P(t)®(0) , By = ®;'(0)B®;(0), obtenemos que ®(t) =
Py(t)eP1t. Lo cual concluye la prueba del teorema. I

A partir de los teoremas de Eruguin y Floquet realizando la trasformacién z(t) =
P(t)z, obtenemos como una consecuencia inmediata el siguiente:

Corolario 3.6 Todo sistema w—periédico es reducible a un sistema con coeficientes
constantes.
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Se sabe que si ®(t) es una matriz fundamental de (3.1), ®(¢ 4+ w) también lo es. Por
lo tanto existe una matriz invertible C' tal que ®(t + w) = ®(¢)C. A la matriz C se le
llama matriz de monodromia.

Definicion 3.5 A los autovalores de la matriz C los llamaremos multiplicadores
caracteristicos del sistema (3.1).

Mostremos que los multiplicadores caracteristicos no dependen de la eleccién de la
matriz fundamental. En efecto, sean ® y ¥ dos matrices fundamentales de (3.1).
Luego, existen matrices C'y D tales que ®(t +w) = ®(¢)C' y ¥(t) = ®(¢)D. De donde
se sigue que

U(t+w)=d(t+w)D =d(t)CD =¥(t)D"'CD.

Lo cual muestra que D~'CD es una matriz de monodromia para ¥ semejante a la
matriz C'. Lo cual prueba nuestra afirmacion.

Basdndose en la observacién anterior podemos definir los multiplicadores carac-
teristicos como sigue.

Definicién 3.6 Sea ¢ la matriz fundamental principal del sistema (3.1). Llamare-
mos multiplicadores caracteristicos del sistema (3.1) a los autovalores de la matriz
®(w) y exponentes caracteristicos del sistema (3.1) a los autovalores de la matriz B que
aparece en (3.9).

Teorema 3.7 A es un multiplicador caracteristico del sistema w—periddico (3.1) si
y solo si existe una solucién no trivial ¢ de (3.1) tal que p(t +w) = Ap(t), t € RR.

Demostracién. Sea A un multiplicador caracteristico de (3.1). Llamemos z( al
autovector correspondiente a A y sea ¢ la solucién del P.V.I. 2’ = A(t)x, 2(0) = xo.
Teniendo en cuenta que ¢(t) = ®(t)zo, donde ® es la matriz fundamental fundamental
principal de (3.1), se sigue que

ot +w) =0t +w)xg = P(t)P(w)zo = P(t)Azo = Ap(t),t € IR.

Para probar la afirmacién reciproca es suficiente poner ¢ = 0 en la expresion p(t+w) =

Ap(t), teR. 1

Una consecuencia inmediata del Teorema 3.7 es el siguiente

Corolario 3.8 El sistema (3.1) admite una solucion w—periddica no constante si
y sélo si existe al menos un multiplicador caracteristico igual a 1.

Observacién 3.3 Si A = —1 es un multiplicador caracteristico del sistema (3.1),
entonces del teorema 3.7 se tiene que existe una solucién no nula ¢ tal que p(t + w) =
—p(t), Vt € R. Lo cual implica que p(t + 2w) = —p(t + w) = @(t), es decir, ¢ es
2w—periddica.
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Anélogamente, si A = eP™/7 es un multiplicador caracteristico, con p y ¢ nitimeros
naturales,entonces el sistema (3.1) admite una solucién 2qw—peridédica. En efecto,
sabemos que p(t+w) = ePmi/ %p(t). En general, si reemplazamos w por 2qw y procedemos
inductivamente, se obtiene que

et +2qw) = et+(2¢—1Dw+w)=Ap(t+ (2¢ — 1)w) =---
Mop(t) = e®P™ip(t) = (cos 2pm + isin 2pm)p(t) = (t).

8§ 3.6 Sistemas Lineales w-Peridodicos No Homogéneos

Consideremos el sistema no homogéneo

y'(t) = A()y(t) + (1), (3.10)

con Ay f continuas y w-periddicas. Como es natural buscaremos informacién acerca de
la periodicidad de las soluciones del sistema (3.10) a partir de los resultados obtenidos
para el sistema lineal homogéneo. Asi tenemos el siguiente :

Teorema 3.9 Si la unica solucion w—periddica del sistema homogéneo (3.1) es la
solucion trivial, entonces el sistema (3.10) admite una unica solucion w—periddica no
constante.

Demostracién. Sea 1(t) solucién de (3.10) tal que satisface la condicién inicial
¥(0) = yp. Sabemos en este caso que

t
ult) = Bt + [ 2B (5)f(5)ds, (3.11)
0
donde ®(t) es la matriz fundamental principal del sistema (3.1).

Por otra parte, si 1(t) es w—periddica, entonces ¥(t + w) = (t). Luego, reem-
plazando t por t + w en (3.11) y haciendo ¢t = 0, se obtiene que

Yo = P(w)yo + /0 i O(w)D(s)f(s)ds.

De donde se sigue :

(1= B = [ @@ () (5)ds

Al ser det(] — ®(w)) # 0, se obtiene que

w

yo = (I — ®(w))™! / ()~ (5) f(5)ds.

0
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Al reemplazar g9, dado por la expresién anterior, en (3.11) obtenemos que

Y(t) = ®(t)(I — d(w)) ! /Ow P(w)® 1 (s)f(s)ds +/O O(t)D1(s)f(s)ds (3.12)

Luego, 1(t) dada por (3.12) es una soluciéon w—periédica, no constante, del sistema
(3.10).

Por otra parte, si ¥1(t) y 12(t) representan soluciones w—periédicas del sistema
(3.10), entonces @(t) = 11(t) — 12(t) es solucién w—periddica del sistema (3.1) y por
las condiciones del teorema tiene que ser entonces (t) = 0, para todo t € IR, es decir,

que 1 = 2. I

Definamos la funcién de Green G(t,s), como la dnica funcién que satisface las
propiedades siguientes :

lim G(t,s) — lim G(t,s) =1,
t—s—

t—st

2. G(0,s) = G(w, s),

[

D90 (1 s) = A(DG(t,5),Yt # 5,

w

. 0G . 0G B
4. t1_1>r5n+ E(t’ s) —tl_l)r? E(t,s) = A(s).

Si observamos la expresién (3.12) y definimos

Gl gy = 1 2OU=2W)7127N(s)  0<s<t<w
B9 =\ 0+ )1 - o)1) 0<rss<w,

obtenemos entonces que G(t,s) es la funcién de Green asociada al sistema (3.1) y la
tnica solucién w—periddica del sistema no homogéneo (3.10) viene dada por

w(t):/owG(t,s)f(s)ds , te|0,w].
En efecto, de (3.12) se obtiene que
B = BT - Bw)" [ [ ewie s + - o) [ <1>-1<s>f<s>ds}
= —w_lww_lsss t_lsss.
D)7 - W) [/ v@)e @)+ [ @ <>f<>d]

Por otra parte, se tiene que

(I = 2w)) ' P(w) = 2(w)(I — B(w)) ™

B(1)D(w) = B(t + w).
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Entonces
P(t) = /0 G(t,s)f(s)ds + /tw G(t,s)f(s)ds = /Ow G(t,s)f(s)ds.

Para terminar esta seccién veremos que resolviendo el sistema conjugado asociado
a (3.1), podemos obtener informacién acerca de la periodicidad de las soluciones de
(3.10).

Teorema 3.10 Fl sistema lineal no homogéneo (3.10) posee solucidnes w—perid-
dicas si y solo si para cualquier solucion z(t) del sistema conjugado (3.6) se satisface

que
w

< z(s), f(s) > ds=0.
0
Demostracién. Se sabe que ¢(t) es una solucién w—periddica del sistema (3.10)
si y solo si ¥(0) = ¢¥(w). Lo cual es equivalente a decir que

(I—@@M¢@%=Aw¢wnr%@f@Ma (3.13)

donde ®(t) es la matriz fundamental principal del sistema w—periddico (3.1). Por otra
parte, la expresién (3.13) es una ecuacién lineal del tipo Ez = b, E es un operador
lineal, la cual posee solucion si y sélo si < b,& >= 0 para cualquier £ solucién de la
ecuacién ET¢ = 0. Poniendo E = I — ®(w) y & = 9(0), obtenemos que (3.13) posee
soluciones si y solo si

< (0), /Ow B(w)®(s)f(s)ds >= /Ow DT (0)®(w)® 1 (s) f(s)ds = 0, (3.14)

para cualquier (0) tal que [I — ¢(w)]79(0) = 0, o bien lo que es lo mismo
ST ()] — B(w)] = 0.

De donde se sigue que ¥ (0) = 1(0)®(w). Reemplazando esta expresién en (3.14),
obtenemos

/O BT (0)0(s) f(s)ds = 0. (3.15)

Por otro lado, si z(t) es solucién del sistema conjugado (3.6) con condicién inicial
¥(0), entonces z(t) = (®71(t))T+)(0). Sustituyendo esto tltimo en (3.15), obtenemos
o 2T (s)f(s)ds=0. 1

Hasta el momento todas las condiciones que tenemos para garantizar la existencia
de soluciones periédicas para sistemas lineales involucra el calculo de los multiplicadores
caracteristicos, la cual es una tarea extremadamente complicada. El siguiente resultado
nos provee una condicién suficiente para la existencia de soluciones periédicas, la cual
en la practica es mas facil de chequear.
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Teorema 3.11 Supongamos que el sistema (3.10) posee al menos una solucion
acotada en [0,400). Entonces dicho sistema admite una solucion w—periddica no cons-
tante.

Demostracién. Sea 1 (t) una solucién de (3.10) acotada sobre [0,+o00) tal que
¥(0) = yo vy sea ®(t) la matriz fundamental principal del sistema homogéneo. Entonces

v(e) =¥+ [ )86 (5)ds.

Como el sistema (3.10) es w—periddico, entonces 1 (t+w) también satisface a (3.10).
Luego, se tiene que

blt+) = 2Ov) + [ 007 (5 ()i

Poniendo ¢ = w, obtenemos

P(2w) = @(w)p(w) + /Ow O (W)~ (5)f(s)ds = *(w)yo + [(w) + 1]V,

donde "
= w)P (s s)ds.
V—/O <I>( )(ID ()f()d

Procediendo inductivamente se llega a
k—1 ‘
Y(kw) = D (W)yo + Y _ ' (w)V , keN.
i=0

Si se supone que el sistema (3.10) no posee soluciones w—periddicas, entonces
I—®w)]z#V , VzeR" (3.16)

En efecto, supongamos que [I — ®(w)]z = V = [ ®(w)®'(s)f(s)ds, para algin
z € IR™. Entonces la funcién

o(t) = B(t)= + /0 (1D (3)/(5)

es una solucién w—periédica, de (3.10). Contradiccién.

De (3.16) se deduce que det(I — ®(w)) = 0, puesto que de lo contrario la ecuacién
(I — ®(w))z = V tendria solucién. De alli que existe ¢ # 0, tal que (I — ®(w))Tc=0y
< V,e>#0.
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Esto significa que ¢ satisface ¢ = &7 (w)c. Por tanto ¢ = (® (w))¥¢, para todo k € N
y de alli que

k—1
<Plkw),c> = < OF(w)yo + Z O (w)V, ¢ >
=0

k—1
= <y, (T W) Fe>+> <V, (@ (w)e>
=0
k—1
= <yo,c>+ Y <Vie>=<yg+kV,c>— foo,
=0

cuando k — +o0o. Lo que contradice la acotacién de 1 sobre [0, +00). 1



§ 3.7  Comentarios y Sugerencias 53

§ 3.7 Comentarios y Sugerencias

En este capitulo solo hemos considerado sistemas lineales del tipo (3.2) donde A(t)
y f(t) son continuas sobre J. Cuando A(t) y f(t) son localmente integrables todos
los resultados de los paragrafos 3.1 al 3.5 siguen siendo vélidos. La tnica variacién
consiste en que las soluciones se entenderdn como funciones absolutamente continuas
que satisfacen (3.2) casi en todas partes sobre J.

En el pardgrafo 3.6 nos referimos a la reducibilidad de sistemas lineales en el sentido
de Liapunov. Sin embargo, es importante en la practica considerar la reducibilidad en
un sentido més amplio. Més concretamente, cuando el sistema (3.1) se reduce a uno
cuya matriz es de la forma

[ Ci(t) 0 }

0 Caft)

Notemos que este concepto de reducibilidad es compatible con el que se introduce en
algebra lineal, ver [13] . Esto tiene importantes conexiones con la teoria de dicotomia,
para su estudio recomendamos ver el excelente libro escrito por Coppel [3].

Para finalizar, acotemos que respecto a los sistemas w—periédicos solo hemos tocado
los resultados més elementales. En general, el problema de hallar soluciones periédicas
dista de estar totalmente resuelto; muy por el contrario, es profusa la bibliografia
referente a este tema. Incluso, el problema de hallar o estimar a los multiplicadores

caracteristicos es un problema resuelto solo en casos muy particulares (ver [11], pag.
121).
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§ 3.8 Ejercicios y Problemas

. Halle la matriz fundamental principal de los siguientes sistemas

(a) 2} = 2,

$2 = —T.
(b) 2} = 2x1 + o,
Ty =21 +4x2.

. Si ®(t) es una matriz solucién del sistema homogéneo X’ = A(t)X e invertible

para algun tp, entonces ®(¢) es no singular para todo ¢t € J.
Pruebe que la matriz de transicién satisface las propiedades a) — e) .

Se dice que una solucién es positiva, si cada componente de la solucién es positiva
cuando el dato inicial es positivo. Hallar condiciones para que las soluciones del
sistema 2’ = A(t)x sean positivas en términos de los elementos de la matriz
A = (a;j). Considere por separado los casos cuando la matriz es constante y
cuando es funcién del tiempo.

. Muestre que la matriz fundamental de un sistema lineal periédico no necesaria-

mente es periddica. Indicacién: considere el siguiente sistema
=,
y = (sint)x +y.

Considere la ecuacién ' = a(t)y+b(t), donde a, b € C[IR, IR]. Supongamos ademas
que a(t) y b(t) son w—periddicas .

Pruebe que la ecuacion dada posee una tnica solucion w—periddica si y sélo si
exp( [y a(s)ds) # 1. Estudie el caso cuando exp(f; a(s)ds) = 1.

Pruebe que el sistema 2/ = A(t)z posee k—soluciones w—periédicas no constantes
y linealmente independiente si y sélo si el sistema conjugado y' = —A” (t)y posee
k—soluciones w—periddicas no constantes y linealmente independiente.

Pruebe que la funcién G(t, s) definida en la seccién 3.6 es una funcién de Green.

Pruebe que el sistema (3.1) no admite soluciones w—periédicas no constantes si
y s0lo si
rango [Inxn — K(ty,to)] =n

donde K (t,ty) es la matriz de transicién del sistema.

Pruebe que: Una funcién ¢ : IR — IR™ es una soluciéon w—periédica del sistema
y' = f(t,y), con f(t+w,y) = f(t,y), siy sélo si p(0) = p(w).
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Considere f : IR x IR — IR, periddica en su primera variable, con periodo w.
Supongamos que el problema y' = f(t,y) posee una unica solucién global para
cada dato inicial yo = y(tp). Entonces la ecuacién y' = f(t,y) tiene una solucién
periédica de periodo w si y sélo si existe una soluciéon acotada en el intervalo
[to, 00). Este resultado se debe a José Luis Massera, consulte [16].

Considere el sistema w—periédico '’ = A(t)z, y sean p;,i = 1,--- ,n sus multipli-
cadores caracteristicos. Pruebe que

ilf[lpi = exp (/Ow tr A(t)dt) :
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Capitulo 4

Teoria de la Estabilidad

El problema al cual le dedicaremos nuestra atencién en este capitulo es el siguiente:
Estudiar la dependencia de las soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria respecto
de los datos iniciales sobre intervalos semi-infinitos. En otras palabras, estudiaremos
la continuidad de las soluciones respecto a los datos iniciales sobre [a, 00).

Los iniciadores del estudio que llevaremos a cabo fueron Lagrange y Dirichlet, pero
el mayor impulso a la teoria de la estabilidad fue dado por los trabajos de Poincaré y
Lyapunov; impulso que llevé a la teoria geométrica de las ecuaciones diferenciales.

§4.1 Definiciones de Estabilidad

Consideremos el sistema
o = f(t,$) ) (41)
donde f € C[J x D,R"| ,J = (1,+00) ,7 > —o0 ,D es un subconjunto abierto y
conexo de IR".

Definicién 4.1 Diremos que la solucién z(t, tg, zg) del sistema (4.1) es estable en
el instante tg, si dado € > 0, existe 6 = d(g,tg) > 0, tal que se verifica que

|z (t, to, zo) — z(t,to,z1)| <e, Vt>ty y 1 € Bs(xo).

Si la solucién no es estable en el instante tg, se dice que x(¢,ty, zp) es inestable en
to.

Definicién 4.2 La solucién x(t, tg, o) es asintéticamente estable, si ademds de ser
estable existe p > 0 tal que tlim |z(t, to, xo) — x(t, to, 1) =0, YV, € B,(xo).
—00

Observacion 4.1 El estudio de la estabilidad de una solucién ¢(t) de (4.1) se puede
reducir al estudio de la estabilidad de la solucién trivial de un sistema equivalente a
(4.1). Pongamos y(t) = z(t) — ¢(t), donde z(t) es una solucién arbitraria de (4.1).
Entonces ' (t) = f(t,z(t)) — f(t,0(t)) = f(t,y(t) + ¢(t)) — f(t,(t)). Definiendo ahora
g(t,y) = f(t,y+ p(t)) — f(t, ¢(t)) y considerando el sistema y' = g(t,y), obtenemos lo
deseado. Es por esta razon que de aqui en adelante supondremos que f(¢,0) = 0.

En las definiciones 4.1 y 4.2 cuando § y p sean independientes de ty, diremos que
la solucién z(t,tg,zp) es uniformemente estable y uniforme asintéticamente estable,
respectivamente.

Supongamos que z(t,tg, xg) = 0, geométricamente la estabilidad dice que las solu-
ciones de (4.1), para t > tg, permanecen en un tubo de radio € > 0 para datos iniciales
suficientemente pequenos (ver figura 4.1).

o7
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Figura 4.1

La inestabilidad dice que existe g9 > 0, tal que para cualquier § > 0 es posi-
ble escoger T > ty y un vector 1 con |x1| < 0 para los cuales se satisface que:
|x(T, to, z1)| > €o, (ver figura 4.2).

RTL

(e~

o

Figura 4.2

Definicion 4.3 Diremos que una solucién es estable, si ella es estable para todo
to > T.

Proposicién 4.1 Sea ty > 7. Si la solucion trivial de (4.1) es estable (asintdtica-
mente estable) en ty, entonces x = 0 es estable (asintdticamente estable) en cualquier
otro instante t1 > T.

Demostraciéon. Supongamos que x = 0 es estable en tg y que t; € (7,tp). En
virtud de la dependencia continua de los datos iniciales, se tiene que para todo 1 > 0,
existe 01 = d1(e1, to, t1) > 0 tal que

|$(t,t1,x1)] <e, Vte [tl,tO] y x1 € B51(0)‘

Por otra parte, como x = 0 es estable en t(, se tiene que para todo € > 0, existe
d(e,to) > 0 tal que: si |zp| < J, entonces

|z(t,to, x0)| <&, Vt=>to.
Por lo tanto, si 0 < €1 < J, entonces

|J,‘(t0,t1,$1)‘ < < 0 <e.
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De donde se sigue que para todo € > 0, existe ] = 7 (¢, to,t1,0) > 0 tal que
|z(t t1, 1) <e, Vi>t1 y z1 €Bs;(0).
Supongamos ahora que t; > tg. Definamos
V(ti,e) ={z € R" : o = x(t1,t0,70), con zp € Bs(0)}.

La aplicacién xg — z(t1,to, o) es un homeomorfismo para cada t1, ¢ fijos (dependencia
continua de los datos iniciales). Por lo tanto, existe d; = d1(e,tp) > 0 tal que B, (0) C
V(t1,e) . Con este d1(t1,e) > 0, tenemos que

lz(t,t1,21)| <e, Vt>ti, |z1] <di(ti,e).

Lo cual implica la estabilidad de x = 0 en t = ¢1. |

En virtud de la proposiciéon 4.1, de aqui en adelante sélo diremos que z = 0 es
estable o asintéticamente estable sin especificar en qué instante.

§4.2 Estabilidad para Sistemas Lineales

En esta seccién consideraremos sistema lineales no homogéneos del tipo:
2'(t) = A@)z(t) + f(t), te (4.2)

Definicién 4.4 Diremos que el sistema (4.2) es estable (asintéticamente estable),
si toda solucién de (4.2) lo es.

Teorema 4.2 FEl sistema (4.2) es estable (asintéticamente estable) si y sdlo si la
solucion trivial del sistema lineal homogéneo

2/ (t) = A(t)z(t), (4.3)

lo es.

Demostracién. Supongamos que el sistema (4.2) es estable, la estabilidad asinté-
tica se prueba de modo andlogo.

Sea x(t, 1o, xo) una solucién fija y z(t) cualquier solucién de (4.2) y definamos y(t) =
x(t) — z(t, to, xo), la cual es solucién de (4.3). Como x(t,tg, zo) es estable, se tiene que:
dado e > 0, existe 6 = d(to, €) tal que: si |x(tg)—xo| < d, entonces |z(t)—x(t, to, z0)| < €,
para todo t > tg. Lo cual implica que: |y(t)| < e para t > tg, si |y(to)| < o.

La afirmacién reciproca es obvia. |1

El teorema 4.2 es muy importante por cuanto nos dice que para el estudio de la
estabilidad de sistemas lineales no-homogéneos, basta con estudiar la estabilidad de la
solucion trivial del sistema lineal homogéneo asociado.
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Teorema 4.3 FEl sistema (4.3) es estable si y sdlo si todas sus soluciones son aco-
tadas.

Demostracién. Supongamos que la solucién trivial de (4.3) es estable. Entonces
|$i(t,t0,5€¢/2)| <e¢ s Vit > to e 1=1---mn s

donde eq - - - e, es la base candnica de IR" y § es el nimero dado en la definicién de
estabilidad. Luego, si ®(¢) denota a la matriz fundamental del sistema (4.3) cuyas
columnas son las soluciones x;(t, to, de; /2), entonces ®(t) esta acotada, lo cual a su vez
implica la acotacién de las soluciones del sistema (4.3).

La reciproca se sigue del hecho que |®(t)] < M , Vt > ty y que z(t, ty,x9) =
(I)(t)q)fl(to)a}() A |

Notemos que el teorema 4.3 no es vélido para sistemas no lineales. En efecto,
consideremos la ecuacién 2’(t) = sin? z, con x(0) = x¢. Sus soluciones vienen dadas por

arcctg(ctgrg —t) , si xg £ kr(k €Z)
(t) =
km , si ro = km

cuyo grafico es

Figura 4.3
Del grafico se observa que las soluciones estan acotadas y sin embargo la solucién
trivial no es estable.

Teorema 4.4 La solucion trivial de (4.3) es asintéticamente estable si y sélo si
tli+m |z(t, to, z0)| = 0, para todo xy € R™.
— T 00

Demostracién. Supongamos que la solucién trivial de (4.3) es asintéticamente
estable. Entonces, existe p > 0 tal que para |zg| < p se satisface que tlim |z(t, to, x0)| =
—00
0. Para concluir que tli]Jrrn |z(t,to,x0)| = O para datos iniciales con norma > p, es
—1T 00

suficiente definir

x(ta th $0) P
olt) = bl 0) .

|zo|
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y observar que |¢(to)| = p/2.
Probemos la afirmacién reciproca. Para ello es suficiente ver que las soluciones de

(4.3) son acotadas. Lo cual se sigue del hecho que th+m |x(t,to, x0)| = 0, para todo
— 400
ro € R™ |
Observacién 4.2 El conjunto = {zo € R" : tlim |z(t, to, x0)| = 0} se llama
—00

region de atraccion de la solucién trivial de (4.3). El teorema anterior nos dice que para
sistemas lineales homogenéneos €2 es todo IR", si el sistema es asintéticamente estable.
En este caso se dice que la solucién trivial es asintéticamente estable en grande.

Ejemplo 4.1 El teorema 4.4 no es valido para sistemas no lineales, tal como vere-
mos a continuacion. Este ejemplo nos fue comunicado por el Lic. Rodolfo Rodriguez.
Consideremos el sistema

o = =% + (2t —23(t — 1) — Uyt exp(y*2(1 — 1))

(4.4)
y =4
con z(1) = o, y(1) = yo.
Se puede verificar que
z(t) L+ (= Dygexpyg(l—1)
Z(t) = =
Yo
y(t) T
es la solucién de (4.4) y ademés tlim |z(t)] = 0. Sin embargo para 0 < § < 1/e, N
—00

T
suficientemente grande y zg = z(tg) = (%, %) , se verifica que |zg| < J y eligiendo
t* =14 N, se tiene
. * 1 1 1
|2(t*, 1, z9)| > |x(t)| = NNTD + - > p

Por lo tanto la solucién trivial de (4.4) es inestable.
§4.3 Sistemas Lineales a Coeficientes Constantes
Consideremos el siguiente sistema lineal a coeficientes constantes
7' (t) = Ax(t). (4.5)

Teorema 4.5 FEl sistema (4.5) es uniforme asintdticamente estable si y solo si
todos los autovalores de la matriz A tienen parte real negativa.
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Demostracién. Las soluciones de (4.5) son de la forma :

@i(t) = (p1(t) exp(Ait), . .., pa(t) exp(Ait)), (4.6)

con p;(t) polinomio de grado (r — 1),A\; € o(A) es de multiplicidad r. Luego, como
O (t) = exp(At) es la matriz fundamental principal y esta formada por vectores columnas
del tipo (4.6), se tiene que existen constantes positivas M y « tales que

|®(t)| < M exp(—at), t > 0. (4.7)

Luego, dado £ > 0, tomando § = /M, se tiene que si : |zg| < 4, entonces |z(t, zg)| <
|®(t)] - |zo| < &, para todo t > 0.
Ademsés de (4.7) se deduce que |x(t,z0)| — 0, cuando t — +oo. |

Observacion 4.3 Sial menos un autovalor A € o(A) posee parte real menor o igual
a cero, la estabilidad a secas dependera de la dimension de los bloques elementales de
Jordan generado por A. Si para algin A € o(A), ReX > 0, entonces se puede asegurar
la inestabilidad del sistema (4.5).
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§4.4 Criterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz

Diremos que
P, (z)=2"+ az" Y a1z + an, (4.8)

con a; € IR, es un polinomio de Hurwitz si todas sus raices tienen parte real negativa.

Lema 4.6 Si P,(z) es un polinomio de Hurwitz, entonces a; > 0,Yi=1,...,n.

Demostracién. Sean zi,..., 2, las raices reales de P,(z) y a1,...,q, sus corres-
pondientes multiplicidades. Denotemos con zp41, . .., 2ptq las raices complejas de P, ()
y B1,...,Bq sus respectivas multiplicidades. Por hipétesis

Rezp <0, k=1,2,...,p+q.
Sabemos que
Po(2) = TR (2 — ) T1E_ (2 — 2p18) P (2 — Zpne) 5.

Pongamos zp = —bg, con by, >0, k=1,...,py zj1p = —bjyp +icj, con bj, >0, 7=
1,...,q. Asi

Po(2) = T_y (2 + be) ¥ I9_y (2 + 2bj 4 p2 + b3 4, + )5

lo cual implica que todos los coeficientes de P,(z) son mayores que cero. |

Corolario 4.7 En el caso n < 2 la condicidn anterior es suficiente; es decir, todo
polinomio de sequndo grado es de Hurwitz si y solo si a; > 0,1 =1, 2.

Denotemos por H, al conjunto de todos los polinomios de Hurwitz de grado n.

Definicién 4.5 Diremos que F(z) es un polinomio asociado a P, (z) si existe a > 0
tal que F(z) = (1 + az)Py(2) + Py(—2).

Lema 4.8 Sea P,(z) € Hy. Entonces su asociado F(z) € Hy41.

Demostracién. Definamos una familia de polinomios P,(z) como sigue
Pu(z) = (1 + az)Py(z) + puPp(—2); 1 € [0,1].

Demostremos que P,(z) € Hp11, para todo p € [0, 1].

Observemos que: si p = 0, entonces Py(z) = (1+az)Py(2) € Hpt1. En efecto, como
a > 0, entonces todas las raices de Py(z) tiene parte real menor que cero.

Por otra parte, como las raices de cualquier polinomio dependen continuamente de
sus coeficientes, tenemos que los ceros de P,(z) como funciones de p, son continuas; es
decir, z; : [0,1] = C, j=1,...,n+ 1 son funciones continuas.
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tal que Re zj(j1) = 0.

Supongamos que existe un g € (0,1] y un indice 1 < n
= Pﬁ(fj) = 0. Asi

<
Denotando con z;(ft) = i3 (8 # 0), tenemos que P (2;) y

J
0
(1 + ZBO‘)PH(ZB) = _[LPTL(_'Lﬁ) ) (1 - ZBO‘)Pn(_Zﬂ) = _/]Pn(lﬁ)

Esto implica que
Po(if)(1+ o®B% — i) = 0.

Como fi? < 1, entonces 1+ a?3? — 12 > 0, por tanto P, (i) = 0; es decir, i3 es raiz de
P. Contradiccion. Luego, no existe fi € (0,1] tal que Re[z;(fi)] = 0y asi necesariamente
Re(z;(p)] <0,Yu e (0,1] y j =1,...,n+ 1. Tomando u = 1 se obtiene lo deseado. |

Lema 4.9 Si F(z) € H,y1, entonces existe « > 0 y P, € H, tal que F es el
asociado de P,,.

Demostracién. Sea
F(z) = 2 L A b Az A
Mostremos que existe un a > 0 y un polinomio
Po(2) =2"4+a12" '+ Fan_12 + ap,

tal que
F(z) = (14 az)Py(z) + Py(—2). (4.9)

Si se verifica (4.9), entonces se tiene que
F(—2)=(1—-az)P,(—2) + P,(2). (4.10)
Excluyendo P,(—z) de (4.9) y (4.10), obtenemos
222 Py(2) = (az — 1)F(2) + F(—2). (4.11)
Sustituyendo F'(z) en (4.11), se tiene que

?22P(2) = a2 4+ (@A — 1+ (=1)"TH" T 4 (ady — A 4 (1) Ap) 2"
b b ad? (@A - 24,z

Lo cual implica que eligiendo o« = 2A4,,/A, 11, los coeficientes del polinomio P,(z) se
determinan univocamente.
Definamos
UH(Z) = (az - 1)F(Z) + :U’F(iz)a IS [Oa 1);

y veamos que
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a) v,(z) tiene una rafz real positiva y (n + 1) raices con parte real negativa, Vi €
[0,1);

b) lim1 v,(z) posee n raices con parte real negativa y dos con parte real nula.
n—

Probemos a). Si p = 0, entonces vg(z) = (az — 1)F(2). Asi, vo(2) = 0 si y sélo si
z=1/a 6 F(z) = 0. Por lo tanto, vy cumple con a).

Probemos que esta disposicion de las raices de vg(z) se mantiene con respecto a
los polinomios v, (2), Vi € [0,1). En efecto, supongamos que existen i € (0,1) y un
1 <j <n+2tales que z;(fi) = if3 es raiz del polinomio v;(2). Entonces

v (i) = va(~if) = 0.

Asi
(aBi — 1)F(iB) + pF'(—iB) = 0,

—(afi+ 1)F(—if) + pF(i3) = 0.
De donde se sigue que
~(1+api)(1 — aBi)F(iB) + F*F(if) = 0,
o bien
F(iB)[i* 1 - a’6%] = 0.

Esto implica que F(i3) = 0 ya que fi> < 1. Contradiccién, pues F € H, ;. Con
esto queda probado a).
Sustituyendo F'(z) y a = 24, /A, 41 en v,(z), obtenemos

24, 24,
vu(z) = Tﬂz”” +- 4 (A o Ap_1 + ,uAn_1> 224 (A — pAn)z + Apyr(u—1).

Notemos que
v1(2) = (az — 1)F(z) + F(—2),

por lo cual vi(z), de acuerdo a (4.11), lo podemos escribir como

24,
An+1 '

v1(2) = a?2?P,(2); con a=

Luego, v1(z) posee dos raices nulas ya que el término libre de P,(z) es distinto de cero.
Ahora, teniendo en cuenta la disposicién de las raices de v, para v € [0,1) y la
relacion existente entre las raices y los coeficientes de un polinomio, obtenemos que

1 An(l B ,U) An
= — p— 5 V G O, ]. .
Z Zj(M) Apg1(p—1) Apt1 nelon)
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De donde sigue
n+2 1 An

ZIR@ = , Yuel0,1).

= zj(p)  Ann

Esta ultima igualdad muestra que las raices que tienden a cero cuando p — 17, son
la positiva y una con parte real negativa; ya que si fuesen dos raices con parte real
negativa las que tienden a cero, tendriamos que

1
lim Re
pot = z(u)

)

lo cual no puede ser. 1

Consideremos el polinomio P,(z) y supongamos que los a; > 0,Vi = 1,2,...,n.
Formemos la matriz
ag 1 0 0 - O
as ag ai 1 . 0
H, = as a4 az az - 0
0 0 0 0 0 ay
y sean
Ar=ar, do= | L A= anBas
az ag

Teorema 4.10 (Criterio de Routh-Hurwitz) Las raices de P,(z) poseen parte
real negativa si y sélo st A; > 0,i=1,...,n.

Demostracién. (Necesidad) Asumamos que P, € H,,. Realicemos la prueba por
induccién. Sea Pi(z) = z+ aj. Asi z = —a; < 0y Ay = a1 > 0. Consideremos
Py(2) = 22 4+ a1z + ay. Luego por el corolario 4.7 , Ay y Ay son positivas.

Supongamos que para todo P, € H,, se verifica que A; > 0, j = 1,...,n. Sea
F € H,;1. De acuerdo con el lema 4.9, existe a > 0y P, € H, tal que

F(z) = (14 az)Pu(z) + Pu(—2).
Por comodidad pongamos a = 2¢, donde ¢ > 0. Entonces

F(z) = 2c2"™ 4+ (14 (=1)" 4 2cay)z™ + (a1 + (=1)""tay + 2cas)z""* (4.12)
oot (an—2 + (=1)%an_o + 2can_1)2* + (an_1 + (—1)an_1 + 2can)z + 2a,,.

Supongamos por ejemplo que n es par, el caso n-impar se analiza en forma similar.
De (4.12) obtenemos que :

F(z) = 2c2"™ 4 (24 2ca1)2" + 2caz2" 1 4 -+ (2an_9 + 2can_1)2* + 2canz + 2a,;
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de donde sigue :

2 + 2cay 2c 0 -0
2a9 + 2cas 2cas 2+ 2caq

2a4 + 2cas 2caq 2a9 + 2cag
HF = . . .

0 0 0 - 2ay,
Multiplicando la segunda columna por —1/c y suméndola a la primera; la cuarta la

multiplicamos por —1/c y la sumamos a la tercera; y asi sucesivamente hasta arribar a
la n-ésima columna, obtenemos

2ca1 2c 0 -0
2casz 2cas 2caq
2cas 2caq 2cas

Hp =
0 0 0 - 2a,
De donde se sigue que:
Al = 2CCL1 = 20A1,

Ay = (202 @ 1

az az

= (26)2A2,

A, = (200"A,,
An+1 = QGnAn

Teniendo en cuenta que A; > 0,Vj =1,...,n, se sigue que Aj >0,Vj=1,...,n+1.

(Suficiencia) Sea P,(z) un polinomio dado, cona; > 0,Vj=1,...,nyA; >0,Vj =
1,...,n. La prueba la realizaremos por induccién.
Sea P;(z) = z+ a;. Como A; = a; > 0, entonces 23 = —ag < 0.
Para n = 2 nuestra afirmacién sigue del corolario 4.7.

Sea F(z) un polinomio de grado (n + 1) con coeficientes positivos tal que A; >
0,vj=1,...,n+1.

Por hipétesis todo polinomio de grado n con coeficientes positivos que verifique la
condicién de Hurwitz, es un polinomio de Hurwitz.

Realizando un calculo andlogo al que hicimos en la prueba de la necesidad, obte-
nemos que Aj = (2c))A;,¥Vj=1,...,n.

Sabemos que dado F'(z), el polinomio P,(z) se elige de la siguiente igualdad

?22Py(2) = (az — 1)F(2) + F(—=2).
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Puesto que Aj >0,Vj=1,...,n+1, tendremos que A; > 0(j = 1,...,n). Asi, por
la hipdtesis inductiva P,(z) es un polinomio de Hurwitz y por el lema 4.8 concluimos
que F € Hyq. |1

§ 4.5 Sistemas Lineales Semi-Auténomos

En esta seccién estudiaremos bajo que condiciones se puede establecer la estabilidad

de sistemas del tipo
= (A+C(t)x(t), (4.13)

con Ae R""y C e C((tg, 00), R™™).

Teorema 4.11 Si la matriz A tiene todos sus autovalores con parte real negativa y
[e.e]
/ C(8)]dt < o, (4.14)
0

entonces la solucion trivial de (4.13) es asintdticamente estable.

Demostracién. De (4.13) se obtiene que

¢
z(t) = et g +/ A=) CO(s)a(s)ds .
0

Como todos los autovalores de la matriz A tienen parte real negativa, existen constantes
positivas K > 0 y a > 0 tales que

ledt| < Kexp(—at) , Vt>0.

Combinando estas dos ultimas relaciones se tiene
t
|z(t)] exp(at) < K|xo] +/ K|C(s)||x(s)| exp(as)ds.
0

Usando el lema de Gronwall y (4.14) se obtiene que

¢
|z(t)| exp(at) < K|zg| exp (/ K]C(s)]ds) =M < 0.
0
Lo cual prueba nuestra afirmacién I

De la demostracién del teorema anterior se obtiene facilmente el siguiente:

Corolario 4.12 1. Si |C(t)] < §,Vt > 0, con § > 0 suficientemente pequerio
y los autovalores de la matriz A tienen parte real negativa, entonces la solucion
trivial del sistema (4.13) es asintdticamente estable.

2. Si las soluciones de ' = Ax estan acotadas sobre [0,00) y se satisface (4.14),
entonces las soluciones de (4.13) también estin acotadas sobre [0,00).
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§4.6 Sistemas no Lineales

Consideremos el sistema no lineal
¥ =At)z+ f(t,x) , f(t,0)=0. (4.15)

Definicién 4.6 La solucién trivial de (4.15) es exponencialmente estable, si existen
constantes i > 1y a > 0 tales que toda solucién z(t), con x(tg) = xo, satisface que

lz(t)| < K|zole ™ *10) | ¢ > ¢.

Proposicién 4.13 Sea ®(t) la matriz fundamental del sistema (4.3) y K(t,s) =
®(t)®~1(s) la matriz de transicion. Entonces todas las soluciones de (4.3) son uni-
formemente estable si y solo si existe una constante M > 0, tal que

|K(t,s)| <M , Vit,s:0<s<t<o0. (4.16)
La demostracién es una consecuencia inmediata del hecho que z(t, tg, o) = K(t,to)zo.

Teorema 4.14 La solucién trivial de (4.3) es exponencialmente estable si y sdlo si
es uniforme asintoticamente estable.

Demostracién. Claramente exponencialmente estable implica uniforme asintéti-
camente estable.

Demostremos el reciproco. Sabemos que existe § > 0, tal que |z(tp)| < ¢ implica
que tlggo |z(t)| = 0. Luego, dado € > 0, existe T' > 0 tal que: si t > tg + T, entonces

|z(t)| < e. Tomemos € > 0 de modo que € = §/2 y sea n € N tal que nd > 1.
Definamos ahora

p(ty = 20

1
—(5) , t>to+T ZE(to):l‘o.
ol

n

Entonces [¢)(to)| = & — 4 < 6y por tanto [(£)] < §, sit > to +T.

Entonces

5 Nt
\x(t)|<|xo\§ 575 , st t>to+ T

Como la estabilidad es uniforme, T no depende de n € N. Luego, haciendo que n — oo,
se obtiene que :

1
\:U(t)|<§|xo|, si t>to+1T1.

Mostremos que |z(t)| < |xg|/2", sit > to+ 7T, y r € N. En efecto, por la unicidad de
las soluciones se tiene que:

z(t) = x(t, to,x0) = z(t,to+ T, x(to+71)) , si t>to+T. (4.17)



70 Capitulo 4. Teoria de la Estabilidad

Entonces
1 1 .
\:U(t)]<§]:v(t0+T)| §?|x0| , si t>ty+2T.

El resto sigue por induccién.

Teniendo en cuenta que 27" = exp(—r1n2), obtenemos |z(t)| < exp(—rln2)|xg|, si
t>to+rT,r € N.

Sea t >ty arbitrario. Entonces existe un r € N tal que tg + 7T <t < to+ (r+1)T.
De donde se sigue que (t —to —T)/T < r lo cual a su vez implica que exp(—rIn2) <
exp[—In2(t —ty — T)/T], y por tanto

t—to
T

|z(t)] < |xo|exp(In2) exp (— In2 ) , st t>to+T. (4.18)

Supongamos ahora que t € [tg,to + 7']. Como la solucién trivial de (4.3) es uniforme-
mente estable, existe una constante M > 0 tal que

lz(t)| < M|xo| , si t>to.
Como t € [to,to + T, entonces (t —tg)/T < 1; y por tanto

t—to

1
exp <—ln2 ) > exp(—1In2) = 5

Luego, si t € [to,to + T, se tiene que 1 < 2exp (— In 2% }to) y por ende

t—1t
|z(t)| < M|xo| < 2M|xo|exp <— In2 T 0) : (4.19)

Combinando (4.18) y (4.19), obtenemos que existen constantes K > 1y a > 0, tales
que |z(t)| < K|xo| exp(—a(t — tg)), Vt > to. Donde « = In2/T , K = max{2,2M}. 1

Teorema 4.15 (a) Si las soluciones de (4.3) son uniformemente estable y existe
una funcién continua e integrable m : [to, +00) — R tal que

|f(t, )] < m(t)|x], V(t,z) € J x D, (4.20)
entonces la solucidon trivial de (4.15) es uniformemente estable.
(b) Si las soluciones de (4.3) son uniforme asintéticamente estable, entonces bajo la

condicion (4.20) siendo m una funcién continua y fttH m(s)ds < C,Vt > tg, la
solucidn trivial de (4.15) es uniforme asintdticamente estable.
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Demostracién. Probemos (a). Sea z(t) la tinica solucién de (4.15) tal que z(tp) =
xo. Supongamos que [tg,3) es el intervalo maximal de existencia de x(t). Haciendo
variacién de pardametros, de (4.15) obtenemos que:

t
2(t) = K(tto)eo + | K(t,s)f(s,a(s))ds, ¢ € [to, B); (4.21)
to
Teniendo en cuenta que la solucién trivial de (4.3) es uniforme estable, existe una
constante M > 0 tal que :
|K(t,to)| < M. (4.22)

Luego, de (4.21) y (4.22) se sigue:

z(t)| < Mlzo| + [ M|f(s,z(s))lds, 1€ [to, ). (4.23)

to
Combinando (4.20) y (4.23), obtenemos

lz(t)] < Mlxo| + M t m(s)|z(s)|ds, t € [to, ). (4.24)

Aplicando la desigualdad de Gronwall a (4.24), se tiene que:

> m(s)ds

t
()| < Mlzole™ o ™% < pf|zo)e™ fro . V€ [to, B).

Esto prueba que las soluciones del sistema (4.15) son prolongables a infinito y uniforme-
mente estable.

La prueba de (b) es andloga a la de (a), sélo se debe tener en cuenta que: si
m : [tg,00) — IRT es una funcién continua y fttH m(s)ds < C,Vt > tp, entonces

¢
/ exp(—a(t — s))m(s)ds < ¢ , Vt>0, a>0.

to —1- eXp(_Ol)

En efecto, del teorema del valor medio para integrales se sigue que:

t—k t—k
/ e =) m(s)ds = e_o‘k/ m(s)ds
t—k—1 ¢

t—k
< e_o‘k/ m(s)ds < e “"C
t—k—1

donde ¢ € [t — k — 1,t — k. Lo cual implica que:

t o0 C
/ e =) m(s)ds < Z e R0 =
to k=0

1 —e @
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8§ 4.7 Comentarios y Sugerencias

En este capitulo nos hemos restringido a caracterizar los conceptos mas usuales de
la teoria de la estabilidad. Es muy grande la cantidad de definiciones que se han dado
con el fin de obtener los mejores resultados posibles en esta direccion. Una discusién
detallada, acompanada de una extensa bibliografia se encuentra en [20], [26].

Un problema muy interesante, que tampoco hemos tocado, es el concerniente a
la caracterizacién de las perturbaciones que preservan las propiedades del sistema sin
perturbar. M&s concretamente, sean

= A(t)x, (4.25)

Yy =At)z + f(t). (4.26)

Si las soluciones de (4.25) estan acotadas o uniformemente acotadas en el infinito, etc.
. A qué clase deben pertenecer A y f, para que (4.26) tenga la misma propiedad ?.
A este respecto se puede consultar, por ejemplo el libro de Coppel [3].
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§4.8 Ejercicios y Problemas

. Muestre que las solucién trivial de la ecuacién 2’ = 0 es estable, pero no es

asintoticamente estable.

2 no es estable.

. Estudie la estabilidad de la solucién trivial de la ecuacién 2" + z = 0.

Considere la ecuacién y/(t) + y(t) = f(t,y(t)), donde f : [0,00) X IR — IR viene
definida como f(0,0) = 0, f(t,y) = ty/(t* + y?). Estudie la estabilidad asintética
de la solucién trivial y = 0.

. Considere la ecuacién y' = A(t)y, donde la matriz A(t) viene dada por

A @ 0
U 0 sin(Int)+cos(Int) —2a /-

Pruebe que la solucién trivial y = 0 es asintéticamente estable, si a > %

La estabilidad para sistemas lineales a coeficientes variables 3y’ = A(t)y, no se
puede caracterizar en términos de los autovalores de la matriz A(t).
Ayuda: ver Hale [11],p.121, 6 Coppel [3],p.3.

Describa en el plano de los pardmetros (a,b) el diagrama de estabilidad y esta-
bilidad asintdtica de las soluciones de la siguiente ecuacién diferencial

v +ay’ +by +6y+4—a=0
Ayuda: Use el criterio de Routh-Hurwitz.

Estudie la estabilidad asintética de la solucién trivial del sistema

y' +ay +bsiny=0, a>0, b>0.

Haga los ejercicios 3,4,5,6,7,15,16,29 y 41 del Capitulo 3 del libro de Coddington
y Levinson [4].
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Capitulo 5

Segundo Método de Liapunov

En todos los resultados que hemos obtenido sobre estabilidad hemos supuesto que
tenemos una expresién explicita para las soluciones de la ecuacién diferencial en estudio
en funcion de la matriz fundamental y que se conoce el comportamiento en norma de
ésta. En general ésto no tiene porqué ser asi. Por tal razén en lo que sigue nos
ocuparemos de estudiar la estabilidad de sistemas del tipo y' = f(¢,y) donde no se
supone a priori que se tengan expresiones explicitas para las soluciones del sistema en
cuestion.

El método que emplearemos para tal estudio posee la desventaja, que precisa de la
construccion de ciertas funciones para las cuales no existen métodos analiticos para su
construccién y todo depende de la habilidad del usuario, aunque en muchos casos el
problema en consideracién sugiere la forma del funcional que desea.

8§ 5.1 Preliminares

Sea Ve C[J x D,IR] y W € C[D,R]. Consideremos D C IR" un conjunto abierto
y conexo, tal que 0 € D. Denotemos por IR(T ={zeR:z >0}

Definicién 5.1 (a) Se dice que W es una funcién no negativa (no positiva), si
W(z) >0 (W(x) <0), para todo = € D.

(b) Diremos que W es definida positiva (definida negativa), si W (z) > 0 (W (z) < 0)
para todo x # 0y W(0) = 0.

(c) Diremos que V es positiva (negativa), si V(t,z) > 0 (V(t,z) < 0) para todo
(t,x) € J x D.

(d) Se dice que V es definida positiva (definida negativa), si existe una funcién W
definida positiva tal que V(¢t,z) > W(z) (V(t,x) < —W(x)) para todo (t,x) €
JxDyV(t0)=W(0)=0.

Notemos que la definicién (d), geométricamente significa que las superficies de nivel
V(t,x) = C, para cada t € J, estan contenidas en las superficies de nivel W (z) = C,

(ver figura 5.1).

75
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TR
=

Figura 5.1

En el estudio de la estabilidad es muy importante que las superficies de nivel de
la funciéon W (zx) sean cerradas geométricamente. Ma4s precisamente, diremos que la
superficie de nivel es cerrada geométricamente respecto del punto x = 0, si para toda
curva continua que una a x = 0 con un punto de la frontera de D, existe un zg en la
curva tal que W(xzg) = C. El lema siguiente nos da una caracterizacién de este concepto.

Lema 5.1 51 W € C'[D,IR(T] es una funcion definida positiva, entonces existe
una constante h > 0 tal que todas las superficies de nivel W(x) = C son cerradas
geométricamente respecto de x = 0, para todo C € (0,h).

Demostracién. Sea Brp = {x € R" : |z| < R}. Elijamos un R > 0 de modo que
Br C D. Pongamos a = min{W (x) : z € OBr}. Por la continuidad y el hecho que W
es definida positiva se sigue que a > 0. Si o = 0, entonces existe un & € 0Br tal que
W(z) = 0,2 # 0. Contradiccién.

Sea ¢ : [tp,t1] — IR™ una curva continua tal que ¢(tg) =0y p(t1) = P € 0Bg. De
ésto sigue que W(P) > a. Sea 0 < C' < a. Consideremos la funcién ¢ (t) = W(e(t)),
la cual es continua para todo t € [to,t1] v ¥(to) = 0,9(t1) = W(P) > «. Asi sigue la
existencia de un t* € (to,t1) tal que (t*) = C, o bien W (P*) = C, con P* = ¢(t¥).
Eligiendo h = «, obtenemos el resultado deseado. I

De la prueba del lema 5.1 se desprende que la parte cerrada de la superficie de nivel
W (z) = C, esté totalmente contenida en la bola Bgr. Sin embargo, no queda excluida
la posibilidad que otras partes de la superficie W (z) = C estén ubicadas fuera de Bg.
En efecto, consideramos la funcién

2 2
! Lo

R R

Es facil ver que una parte de W (z) = C, se dispone cerca del origen (0,0) y otra en
regiones alejadas del origen; ya que
Lo . x2

lim —— =0, lim —— =0
r1—oo 1 + o7 za—oo 1 + x5
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Otra observacién tiene relacién con el hecho de que si W(x) es definida positiva, en-
tonces no necesariamente todas sus superficies de nivel son cerradas. Para ello es sufi-
z z
1+:c§ 1+x%
y cerradas si C' < 1 y no cerradas para C > 1, (ver figura 5.2).

ciente considerar W (z) = + 3. Las curvas de nivel + 23 = C son acotadas

x2

e
— =

Figura 5.2

I

A continuacion trataremos de caracterizar a las funciones definidas positivas de una
manera mas cémoda. Es claro que, si existe una funcién a : IR(J]r — ]Rar continua,
mondétona creciente, a(0) = 0, tal que V(¢t,z) > a(|z|), V(t,z) € J x D; entonces V
es definida positiva. Para ello es suficiente tomar W (x) = a(|z|). Desgraciadamente la
reciproca no es cierta. Para ello elijamos W (x) = 1114.
funcién “a” con las propiedades antes descritas tal que W (z) > a(|z|),z € R. (Figura

5.3).

Es facil ver que no existe una

W (x)

Figura 5.3

Sin embargo, localmente, ésto es posible.

Lema 5.2 Supongamos que V € C[J X D,IR(J{] es definida positiva. Entonces para
toda bola Br C D, existe una funcion continua a : [0, Ry] — IR(J)r mondtona creciente,
a(0) =0 tal que

V(t,x) > a(|z|), V(t,z) € J x Bpg.
Demostracién. Como V (¢, x) es definida positiva, existe una funcién W definida

positiva tal que
V(t,z) > W(x), V(t,x) € J x Bp.
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Sea R > 0, tal que Bg C D. Definamos una funcién C : [0, R] — IRJ como sigue :
Para cada r € [0, R| ponemos

C(r)= inf W(x).

r<|z|<R

Esta funcién estd bien definida, ya que W estd acotada inferiormente. Ademés es
facil verificar que :

(a) C(0) =0;
(b) \V/’I“l < 7“2,0(7’1) < C(TQ),
(¢c) C(r) > 0,¥r € (0,R).

Para concluir la prueba es suficiente observar que dada una funcién C con las
propiedades (a)-(c), siempre existe una funcién a € C[[0, R], IRJ], monStona creciente,
a(0) = 0, tal que a(r) < C(r),VYr € [0, R], (ver [9,p. 217]). 1

Sea V € C1[J x D,IRJ] y sea x una solucién del sistema
Z'(t) = f(t,z), f(t,0)=0,Vt>T. (5.1)

Escribiendo

por la regla de la cadena obtenemos

U’(t):%‘;+<vwx’>:%‘;+<vuf> :

Por lo cual, para toda funcién V € C'[J x D,]R(ﬂ se puede definir V(l) I xD—1R,
como sigue :

. ov
Si z(-) es solucién de (5.1), entonces U'(t) = V(l)(t,x(t)). Por esta razén a V la
llamaremos la derivada de V' a lo largo de las soluciones de (5.1).
Notemos que todos los resultados que demost‘rarnos a continuacién siguen siendo
validos si V' es continua solamente. FEn este caso V' la definimos como sigue :

Ut x) = W%[V(t b+ hf(tx) — V().

h—0t
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§ 5.2 Teoremas sobre Estabilidad
Teorema 5.3 (Estabilidad) Supongamos que:
(a) Eziste una funcion V € C[J x D,R§] definida positiva, y
(b) V(t,z) <0,¥(t,z) € J x D.

Entonces la solucion x = 0 del sistema (5.1) es estable.

Demostracién. Elijamos un niimero R > 0, tal que Bz C D, de acuerdo al Lema
5.2, existe una funcién continua, monétona creciente a : [0, R] — Rg tal que a(0) =0y

V(t,z) > a(|x]), Y(t,x) € J x Bg. (5.2)

Como |li‘m V (to,z) = 0, entonces para cada € € (0, R), existe un d(tp,e) > 0 tal
z|—0
que

V(to,z) < a(e), Va : |z| < 9. (5.3)

Sea x(+,to, xg) : [to, ) — D, la solucién de (5.1) con |zg| < 4.
Teniendo en cuenta (b), se sigue que :

Viy(t,z(t) <0, VtE [to, B);

con z(t) = x(t,tg, zp). De donde sigue que V (¢, 2(t)) < V(tg,zp). Ahora, en virtud de
la eleccién de g, de (5.2) y (5.3), obtenemos

a(lz(t)]) < V(t,2(t)) < V(to,z0) < ale), Vi€ [to, B).
Asi, por la monotonia de la funcién a, se sigue que :
|$(t,t0, .’Eo)| <eg, vVt € [to, ﬁ)

Esto implica que 8 = 400 y que z = 0 es estable I

Teorema 5.4 (Estabilidad Asintética) Supongamos que:
(a) Erziste una funcion V € CY[J x D,IRJ] definida positiva, y
(b) V es definida negativa sobre J x D.

Entonces x = 0 es asintdticamente estable.
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Demostracién. De la hipétesis (a) y (b) y del primer teorema de Liapunov, se
sigue que x = 0 es estable. Mostremos que existe A > 0, tal que . liin |x(t,to, xo)| = 0,
— 400

para |zg| < A. Para concluir ésto probemos que

lim V(¢ z(t,to,x0)) =0 para |zo| < R. (5.4)

t——+00

Supongamos que se satisface (5.4). Entonces dado € > 0
V(t, z(t,to,x0)) < ale), Vit > to + T(to, ), (5.5)

|zo| < R donde R y a son respectivamente la constante y la funcién que aparecen en la
prueba del primer teorema de Liapunov. Teniendo en cuenta que V es definida positiva
y (5.5), se tiene que

|z (t, to, x0)| < &, Vt > T'(tog,€) + to, |zo] < R.
Probemos (5.4). Supongamos que existe zp € Bg tal que

lim V(t,z(t,to,20)) = o > 0. (5.6)
t—+o00
Notemos que este limite siempre existe, ya que V a lo largo de las soluciones de (5.1)
es monotona decreciente y acotada inferiormente.
De (5.6), sigue que existe § > 0 tal que |z(t)| = |x(¢, to, z0)| > B, para todo t > t.
En caso contrario, existe una sucesion (t,,)nen,t — 0oy lim |z(t,)| = 0. Esto conduce
n—oo
a un absurdo, ya que 0 = lim V(t,,x(t,)) = tlim V(t,z(t)) = a > 0. Asi, si @ > 0,
n—oo — 00
entonces |z(t)| > 8 > 0,Vt > to.
Por otra parte, de (b) se tiene que existe una funcién W € C[IR",IR{] definida
positiva tal que

Vay(te) < —W(x),  Y(t,a) € Jx D, (5.7)

P — inf W(z). De (5.7), obt
ongamos vy Bél‘lzllgR (z). De (5.7), obtenemos

V(t, z(t)) < —, t = to.

De donde se sigue que
V(t,.l‘(t)) < V(to,l’o) — ’}/(t — to), Vit > to.

Esto contradice la positividad de V' para valores de t suficientemente grandes. 1
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Teorema 5.5 (Inestabilidad) Supongamos que:

(a) Ewiste una funcion V€ C'[J x D,R], tal que lim V(t,x) = 0, uniforme respecto

|z|—0
atenJ.

(b) V es definida positiva.

(¢) Existe un ty en J tal que para cada €, 0 < e < R, existe un xo € B, tal que

V(to, z0)V (to, z0) > 0. (5.8)

Entonces x = 0 es inestable.

Demostracién. Como V es definida positiva, existe una funcién W € C[R", R{]
definida positiva tal que V(¢,2) > W(x),V(t,z) € J x D.
Ademas, de (a), se tiene que para todo € > 0, existe un § > 0, tal que :

V(ta) <e,  V(tz)eJx Bs. (5.9)

Ademas de (c), se sigue que para todo 01,0 < d; < 9, existe un zo € By, tal que
V(to,x0) = a > 0. Pongamos o(t) = z(t, to, xo). Para probar la inestabilidad de x = 0,
es suficiente mostrar que existe un ¢, > tg tal que |p(t1)| > . Hagdmoslo por reduccién
al absurdo. Supongamos que |¢(t)| < 0,Vt > to.

De (a) y (b) se sigue la existencia de 5 > 0 tal que

0<B<|pt)<d,  Vt>t. (5.10)

Denotemos por v = inf W(x).
por B<|z|<é ()

De (5.8) y la definicién de 7, se sigue,
V(t,p(t) 27, t=t;
lo cual implica que
V(t,p(t)) > V(to, zo) + v(t —to) = a+y(t — to), Vt > to.

Como o > 0y v > 0, se sigue que V no estd acotada a lo largo de ¢(t). Lo
cual es una contradiccién ya que (t,p(t)) € J x Bs,Vt > to y en virtud de (5.9)

A los teoremas (5.2),(5.3) y (5.4) se les llama cominmente primer, segundo y tercer
teorema de Liapunov, respectivamente.
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Teorema 5.6 (Estabilidad Uniforme) Supongamos que:
(a) Eziste una funcion V € C'[J x D,IR] definida positiva,

(b) Eziste una funcién mondtona creciente C € C[Rg,Rg ], C(0) = 0, tal que V (t,z) <
Clz)),v(t,x) € J x D,

(c) V es negativa ¥(t,x) € J x D.

Entonces © = 0 es uniformemente estable.
Demostracién. Sea R > 0, tal que Bg C D. Teniendo en cuenta (a) y (b) se tiene
que existe una funcién a € C([0, R],IR7), mondtona creciente, a(0) = 0, tal que

a(z|) < V(t,z) < Clz|), V(t,z) € J x Bp. (5.11)

Ahora, por las propiedades de a y C, para cada ¢,0 < ¢ < R, podemos elegir un
d=14(g) > 0,0 < ¢, tal que
C(0) < ale). (5.12)

Consideremos (%, 7o) € J x Bs. Sea (-, 9, 20) : [to, 8) — D. Teniendo en cuenta
que V(qy es decreciente a lo largo de las soluciones de (5.1), se sigue que x(t,to, z0) €
Bg, Vt > to. Por lo tanto, en virtud de (5.11) y (5.12), se sigue

a(|z(t,to, z0)]) < V(t,x(t,to,x0)) < V(to,z0) < C(9) < a(e).

Lo cual implica que |z(t,to, zo)| < &,Vt € [to, ) ¥ xo € Bs. De donde sigue inme-
diatamente la estabilidad uniforme de z = 0. 1

Teorema 5.7 (Estabilidad Asintética Uniforme) Supongamos que se verifican
las condiciones (a) y (b) del teorema 5.5, y V es definida negativa ¥ (t,x) € J x D.
Entonces © = 0 es uniforme asintdticamente estable.

Demostracion. Segin el teorema 5.6, x = 0 es uniformemente estable. Por lo
tanto, dado ¢ = R, existe un dp(R) > 0 tal que si x € B,, entonces |x(t, %0, z0)| <
RVt > tg. Mostremos que lim+ |z(t, to, z0)| = 0,Vzo € Bg,, uniforme respecto a to en

t—o0

J. De la prueba del teorema 5.6 se desprende que dy lo podemos elegir de forma que
C(d9) < a(R). (5.13)

Como
a(lz]) < V(t,x) < C(|]z]), V(t,z) € J x Bp, (5.14)
se sigue que a(R) < C(R). Por lo tanto, 0 < dg < R.
Sea n € (0, do], arbitrario. Elijamos v > 0,7 < n, de modo que

C(v) < aln). (5.15)
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Pongamos o = inf{W(x) : v < |z| < R} donde W viene dada por (5.7). Elijamos
T(n) > C(do)/c*. Probemos que para cada zg € By, existe un ¢; € [to,to + T'(n)], tal
que |z(t1,to, xo)| < 7.

Supongamos que existe un zj € Bs,, tal que

|(t, to, zg)| = v, t € [to, to +T'(n)]-
Como |x(t, to, zg)| < R, ¥t > tg, se sigue que
V(t,x(t, to, x5)) < =W (x(t, to, z3)) < —a,
para todo t € [to,to + T(n)]. De donde sigue:
V(t,z(t, to, xp)) < V(to, o) — & T'(n) < C(6o) — " T'(n) <O0.
Contradiccién . Asi, para cada xg € Bs,, existe t1(zo) € [to, T(n) + to] tal que
|z(t1,t0, z0)| < 7.

Del hecho que V es definida negativa y (5.14) y (5.15), obtenemos

a(|z(t, to, zo)|) < V (¢, 2(t, to, o)) < V (t1, 2(t1, to, 20)) < C(7) < a(n),
para todo t > t;. En particular,

|z(t, to, z0)| < m,Vt > to+T(n), Vo€ Bs.l

En general, es dificil construir funciones de Liapunov, sin embargo indicaremos con
algunos ejemplos cémo hacer los primeros ensayos para construir tales funciones.

Ejemplo 5.1 Consideremos la ecuacién de segundo orden z” + q(z) = 0, con ¢q €
CY(IR) tal que ¢(0) = 0 y xq(x) > 0 si  # 0. El sistema equivalente a tal ecuacién es:

T =2 5.16
{mg — (o). (1)

Por hipétesis, (z1,22) = (0,0) es el dnico punto critico del sistema (5.16). Por otra
parte, denotando por

B = | " g(s)ds

la energia potencial del sistema (5.16), la energia total del sistema viene dada por
22
V(z1,z2) = ?2 + E(z1).

Mostremos que V(x1,x2) es una funcién de Liapunov asociada al sistema (5.16). En
efecto,
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(a) V(0,0) = 0,zq(z) > 0, implica que V(x1,x2) > 0 para (z1,z2) # (0,0). Ademas,

V € CY(IR?).
(b) V = %x’l + 373‘5/11:/2 = q(z1)x} + z22f, = 0. Por tanto, la solucién trivial del

sistema (5.16) es estable.

Ejemplo 5.2 Consideremos el sistema

zh = —x9 — 3
! 2! (5.17)
Th = x1] — X5.
Definamos V(z1,29) = 3 4+ z3. La funcién V(x1,z2) es definida positiva y V =
271 (—wy — 23) + 229(71 — 23) = —2(x] + 73) es negativa. Més atin, V = 0 si y

sélo si (x1,22) = (0,0). Asi, la solucién trivial de (5.17) es asintéticamente estable.

Ejemplo 5.3 Consideremos el sistema

{x’l = 3z1 + 23 (5.18)
1 3 ’
Ty = —2x9 + 7.

Definamos
2

V(x1,x0) = 23 — 23.
V es continua en IR?, es diferenciable con continuidad, V(0,0) = 0 y toma valores
positivos en todo entorno del origen si x1 > x2. Ademads,

V(w1,22) =< VV, (2}, 25) >= (627 + 423) + (22123 — 2x927).

Luego, si |z| = |(z1,22)] = max(|z1],|x2|), es suficientemente pequenio, entonces el
signo de V' estd determinado por el primer paréntesis de la expresién anterior. Como
ademds V'/(0,0) = 0, se sigue que V' es definida positiva cerca del origen, por tanto, la
solucién trivial del sistema (5.18) es inestable.
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§ 5.3 Funciones de Liapunov para Sistemas Lineales

En este paragrafo nos ocuparemos de la construccién de funciones de Liapunov
para sistemas lineales a coeficientes constantes.
Sea

' = Ax, con AeR"™" (5.19)

Sea V(x) =< z, Bx >, donde B es una matriz real n X n simétrica, definida positiva.
Derivando V, en virtud de (5.19), se tiene :

V(z) =<a',Bx >+ < x, B2’ >
=< Az,Bx >+ < z, BAx >
=<uz,(ATB+ BA)x > .

Ahora, tratemos que se cumpla la siguiente igualdad

con W(z) =< z,Cx >,C € R™" simétrica, definida positiva. Esto es posible si y s6lo
si

ATB+BA=-C.

Teorema 5.8 El sistema (5.19) es uniforme asintéticamente estable si y sdlo si
para cada forma cuadrdtica W(z) =< x,Cxz > definida positiva, existe una forma
cuadrdtica V(x) =< x, Bx > definida positiva tal que

V(z) = -W(z), VzeclR"
Antes de probar el teorema anterior, procederemos a hacer algunas observaciones pre-

vias y demostraremos algunas afirmaciones que seran imprescindibles en el curso de la
prueba del teorema 5.8.

Proposicién 5.9 Toda forma cuadrdtica V(x) =< x, Bx > satisface las siguientes
desigualdades:

(a) Ailz? < V(z) < Aolaf?,
(b) [VV(2)] < Aolal?,

donde \1 = Amin(B) y A2 = Amax(B) son el menor y mayor autovalor de la matriz B,
respectivamente.
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Demostracién. Como B es una matriz simétrica, B = B”. Entonces existe una
matriz U ortogonal (UU”T = I) tal que

A - O
UBU ' =UBU" = ' .
0 A
Pongamos y = Uz. Luego, x = U~ 'y. De ésto se sigue que
V(z) =< z,Bx >=< U 1y, BU 'y >=y,UBU 1y >

n
=<y, UBUTy >=> "\,

i=1

y ademas
YI* =< y,y >=< Uz, Uz >= |z|*;

Lo cual prueba (a).
Por otra parte, VV (z) = 2Bz, luego,

[VV(2)| < 2|B]|zf;

donde
1
|B| = A2ax (BT B) = Amax(B) = Xa.

En efecto, si A es una matriz arbitraria se tiene que
< AT Az, x >=< Az, Az >= |Az|*.

Por lo tanto,
|Az| =< AT Az, >%,

entonces

1
|A| = M\2ax (AT A),

ésto implica (b). 1

Proposicién 5.10 Sean Ay, B1,Cy € R™™", tales que By # 0 y A1B; = B1C}.
Entonces A1 y Cy tienen un autovalor comin.



§ 5.3.  Funciones de Liapunov para Sistemas Lineales 87

Demostracion. Supongamos que A; y C} no tienen un autovalor comin. Luego,
los polinomios caracteristicos

P(N) = det(A; — AI)

Q(\) = det(Cy — AI),

son primos entre si. Entonces existen polinomios P;(A) y Q1(A) tales que

PA)PL(A) + Q(AN)Q1(A) =
Denotemos con h(A) = P(A\)P1(A), luego,

1= h(A) = QNQ1 (V).
De acuerdo al teorema de Caley-Hamilton
h(A1)=0 y h(C1) =1
Por otro lado, como
PN =a\"+---+ad+ay , Pi(A)=bu N+ +biA+ by

P(Al) = anA? + v+ a1y +ag , Pl(Cl) = me{n + -+ b1C1 + by

y por hipétesis tenemos A1 B; = B1(C1, entonces

h(A1)By = Pi(A,)P(A))B;
= P1(A1)(anAYB1 + -+ - + a1 A1 B1 + agBy)
= Pi(A1)(anBiO} + - + a1 B1Cy + agBy)
=P (A )B1P(C1)

1
= B1 71 (C1)P(Ch)
:Bh(01)7

entonces B; = 0. Contradiccién. 1

Proposicién 5.11 Si A es una matriz con todos sus autovalores con parte real
negativa, entonces la ecuacion matricial

ATB+BA=-C (5.20)

posee una unica solucion.
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Demostracién. Definamos el siguiente operador
F . ]Rnxn N IRan

de forma que
F(B) = ATB + BA.

Los autovalores de F' son reales ya que F'(B) es simétrica. En efecto,

FT(B) = (ATB + BA)T = (ATB)T + (BA)T
= BT'A+ATBT =BA+ ATB
— F(B).

A fin de demostrar que (5.20) tiene solucidn, es suficiente ver que F' es invertible. Lo
cual es equivalente a mostrar que ningin autovalor de F' es nulo ya que

Sea p cualquier autovalor de B y sea B # 0 tal que F(B) = uB. Luego,
ATB+ BA = uB;

entonces

(AT — uI)B = —BA.

Por la proposicién previa, tomando A; = AT — ul, By = B # 0y C, = —A, se tiene
que (AT — uI) y (—A) poseen un autovalor comin.

Tomando en cuenta que los autovalores de AT — ul son \; — 1 y los de —A son \g;
y el hecho que para todo u se verifica que

p= i+ #0,

entonces F' es invertible.
La unicidad sigue del hecho que la inversa es tinica. |

Proposiciéon 5.12 Si A es una matriz con todos sus autovalores con parte real
negativa, entonces la inica solucion de la ecuacion AT B + BA = —C, viene dada por

B:/ exp(AT)C exp(At)dt.
0
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Demostracion. Consideremos la ecuacién diferencial matricial

dz
= AT2(t) 4+ 2(t) A, (5.21)

2(0) = —C. (5.22)
La solucién de (5.21),(5.22) viene dada por
2(t) = — exp(ATt)C exp(At).
Ahora, como IReA(A) < 0, entonces
tlggo z(t) = 0.

Integrando (5.21) se tiene que

t t
z(t) — 2(0) = AT/ z(s)ds —i—/ z(s)dsA
0 0
y haciendo tender ¢ — oo, se obtiene

—-C=ATB+BAI

Proposiciéon 5.13 Si A posee todos sus autovalores con parte real negativa y C' es
definida positiva, entonces B también es definida positiva.

Demostracion. Sea zy # 0. Luego
o0
< x9, Brg > =< xg,/ exp(ATt)C exp(At) dtxzy >
0
o0
= / < exp(At)zg, C exp(At)zg > dt.
0
De donde se sigue que:
oo
< xg, Brg >= / < l’(t,to,l‘o),Cl’(t,to,:ﬁo) > dt,
0

lo cual implica

xE‘)FB:UOZO y <x9,Brg>=0 siysolosi zg=0.1

Procedamos a demostrar el teorema 5.8 .
La necesidad sigue de las proposiciones (??7) y (5.12).
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La suficiencia se obtiene como sigue. Supongamos que V(z) =< z, Bz >y V(z) =
—W(z) con W(x) =< z,Cx > . Luego, por la proposicién 5.9 se tiene que
Amin (B)[2]? < V(2) < Amax(B)|z/?
Amin(c)|x|2 <W(z) < )‘maX(C)|33|2'

Entonces qv
E = —W(x) S —)\min(c)‘x|2 S -

integrando, obtenemos

)\min (C)

V(z(t)) <V (z(0))exp(—at), t >0,

con

()
Ao (B)
De modo que:
of0) < Xl (0) P exp( ),
y por lo tanto:
[2()] < B*|(0)] exp(~ 1), = 0

con
B _1/7)\“11(3). 1
8§ 5.4 Inestabilidad de Sistemas Semi-lineales

Consideremos el sistema semi-lineal

¥ = Az + f(z), (5.23)

con f(0) =0y lim,_g ‘f‘gﬁ” = 0. Ademsés, supondremos que f € C'[IR",IR"].
Es conocido que en el caso que la matriz sea estable; es decir, todos sus autovalores
tiene parte real negativa, la solucién trivial de (5.23) es uniforme asintéticamente estable
(Teorema de Perron).
En el caso que uno de los autovalores de la matriz A tenga parte real positiva,
probaremos via segundo método de Liapunov, que la solucién trivial del sistema (5.23)
es inestable.

En primer lugar demostraremos la siguiente afirmacion:

Teorema 5.14 Supongamos que A posee un autovalor con parte real positiva y
Re(A\;+ k) # 0, Vi # k. Entonces dada una forma cuadratica W =< x, Cx > definida
positiva, existe una forma cuadrdtica V =< xz,Bx > y un o > 0 tal que
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(1) Visag)(z) = oV (x) + W(x),

(ii) Para cada € > 0, existe g € B, tal que V (zg) > 0.

Demostracion. Consideremos el sistema auxiliar
/
=A%z (5.24)

donde A* = A — %I.
Sea p un autovalor de A*. Luego, existe x # 0 tal que A*x = pz. De donde obte-
nemos que A = p + 5 es un autovalor de la matriz A, ya que

Az = (p+ %)x

Andlogamente se prueba que si A es un autovalor de A, entonces p = A — § es un

autovalor de A*.
Elijamos « > 0, de forma que :

(a) SiIRe); > 0, entonces IRep; > 0; y

(b) pi + pr # 0,Vi # k.

Esta eleccién siempre es posible; ya que los autovalores de A y A* estdn interrela-
cionados a través de o
)\Z’:pi—l-i, Vi=1,2---,n.

Es suficiente elegir 0 < o < min{IRe)\; : ReA; > 0} y IRe(\; + Ag) #0, Vi # k.
Sea W(zx) =< z,Cz > una forma cuadratica definida positiva. Mostremos que
existe una forma cuadratica
V(z) =<z,Bx >

tal que la derivada de V' a lo largo de las soluciones del sistema (5.24) satisface que:
Visan(@) = W(x), YreR"

Para lo cual es suficiente probar que la ecuacién matricial A*T B + BA* = C admite
una solucién.

Al igual que como lo hicimos en la prueba de la proposicién 5.11 se demuestra que
el operador F : IR™*"™ — IR™" definido por F(B) = A*T B+ BA*, es invertible, debido
a que la condicién (b) implica que ningin autovalor de F' es nulo (recordemos que la
invertibilidad de F' depende exclusivamente del hecho que p; + pi # 0,Vi # k).

De la unicidad de F~! sigue que V est4 univocamente determinada. Por lo tanto
hemos probado que 17(5_24)(36) = W(x).

Sea V' la forma cuadrética previamente hallada y calculemos 1'/(5.19). Por una parte
tenemos que

1./(5.24) () =< z,(ATB+ BA)z > —a < x,Bx > .
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De donde sigue que

Vis.24)(2) = Vi5.19)(2) — oV (z),

lo cual automaticamente prueba (a).

Probemos por tltimo que dado € > 0, existe z¢ € B, tal que V(xg) > 0. En efecto,
supongamos que existe R > 0 tal que V(z) < 0, para todo « € Br. Pueden ocurrir dos
casos :

(1) V es definida negativa;
(2) Existe x* € Bg, (x* # 0), tal que V(z*) =0

En el primer caso, poniendo V; = —V, se tiene que V; es definida positiva y como
Vi = —V = —W es definida negativa, entonces en virtud del teorema 5.6, x = 0 es
asintoticamente estable. Contradiccion.

En el segundo caso, consideremos la solucién z (-, tg, x*) : [to, +00) — IR™ y mostre-
mos que en este caso existe zg # 0, tal que V' (zg) > 0.

Pongamos ¢(t) = V(z(t, to, x*)). Luego,

p(t) = V(x(t, to, %)) = W(x(t, to, %)) — aV ((t, to, 27)), t = to.

Poniendo ¢ = t( en la igualdad anterior, obtenemos que ¢’(tg) > 0. Por lo tanto, existe
un entorno de to, [to, to + d] donde ¢'(t) > 0. Teniendo en cuenta ésto y la igualdad:

V(z(t, to,2*)) = V(z¥) —i—/t ¢’ (s)ds,

obtenemos que V (z(t,to,x*)) > 0, Vt € (to,to + ). Lo cual es una contradiccién. |

Teorema 5.15 Sean W(z) =< x,Cx > una forma cuadrdtica definida positiva y
V(x) =< z, Bx > una forma cuadrdtica arbitraria. Entonces existe R > 0, tal que

W(z)+ (VV(z))T f(z) >0, VazeBpg.
Demostracién. De la proposicién 5.9, se tiene que
Mla| S W(a) < Xz y hle]? < V(e) < Doz,

donde A1, Ao > 0,11 = lpin(B) yla = lmax(B). Ademas, |VV (z)| < k|z|, con k = 2|B].
Luego,
| < VV(2), f(z) > [ < [VV ()| [f(2)] < kl|[f(2)]

Como |li‘m |f(z)|/|z| = 0, entonces dado € > 0, existe § > 0, tal que |f(x)| < e|z],
z|—0

V@ |z| < . De modo que

| < VV(z), f(x) > | < kelz?, Va:|z| <.
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Por otra parte, tenemos que:
Wi(z) > M|z|? — kelz|? = (A1 — ke)|z|>
Eligiendo ¢ de modo que A\; — ke > 0, obtenemos

W(z)+ (VV(z))T f(z) >0, Va:|z|<de).l

Teorema 5.16 (Teorema de Inestabilidad) Consideremos el sistema (5.23)
con las condiciones dadas. Si existe \(A) tal que IReA > 0, entonces x = 0 es inestable.

Demostracién. Por el teorema 5.13, dada W (z) = |z|?, existe V(z) y o > 0 tales
que :

(2) Visag)(@) = aV () + [z,
(b) Ve > 0, existe zp € B., tal que V(zg) > 0.

Calculemos 17(5,23)

Visos)(z) = <a/,Bx >+ <az,Bx' >
= <Az + f(z),Bx >+ <z, B(Az + f(x)) >
= < Ax,Br >+ < f(z),Bx >+ <z,BAx >+ <z,Bf(z) >
= Visa0)(2) + 2 < f(2), Bz >= aV () + |¢]® < f(x),2Bz > .

Lo cual implica que
Vis.og) () = aV (@) + |2+ < f(2), VV () > .
Por el teorema 5.13, existe R > 0 tal que :
|z + (VV ()T f(z) >0, Vz:|z|<R.

Sea e; arbitrario, con 0 < ;7 < R. Sea z : [0,3) — IR" la solucién de (5.23) con
x(0) = zo, |zo| < €1y V(zog) > 0. Si f < oo, entonces la solucién no es prolongable y
por lo tanto se sigue que x = 0 es inestable.

Si B = oo, entonces pueden ocurrir dos casos:

(1) La solucién se escapa de Br en tiempo finito.
(2) La solucién z(t) € Bg,Vt > 0.

En el primer caso eligiendo € = R, concluimos que la solucién es inestable.
En el segundo caso consideremos la ecuacién

V(x(t)) = aV(z(t)) + F(1),
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donde F(t) = |z(t)]*+ < VV(z(t)), f(z(t)) > . Como |z(t)| < R,Vt > 0, del teorema
5.15, sigue que F'(t) > 0,Vt > 0. Integrando la ecuacién anterior, obtenemos

V(z(t)) = eV (20) —|—/0 exp(a(t —s))F(s)ds, t>0.

De donde se sigue que:
V(z(t)) > eV (xg), ¥t>0, con a>0.

Haciendo tender ¢ — 400, obtenemos que V(z(t)) — oo. Contradiccién |
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8§ 5.5 Comentarios y Sugerencias

Para el andlisis de la estabilidad de sistemas no lineales, en general, el inico método
universal es el segundo método de Liapunov, como ya lo senalamos su desventaja radica
en la construccién de funciones de Liapunov. Una manera de aminorar estas dificul-
tades es usando funciones vectoriales de Liapunov, recomendamos consultar el libro de
Lakshmikantham y Leela [14].

Un problema muy interesante pero menos estudiado es el de la extension del segundo
método de Liapunov para sistemas singularmente perturbados.
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§5.6 Ejercicios y Problemas

. Sea A € C[J,IR™*"] con J = [tg,00) v A(t) = A(t)T. Denotemos por AT (t) =

max{\ : A € o(A(t))}. Pruebe que si existe h > 0 tal que AT(t) < —h, para
todo t > tg, entonces la solucién trivial del sistema y’ = A(t)y es uniformemente
asintoticamente estable.

. Sean Ag,---, A, elementos de IR"*™. Pruebe que si todos los autovalores de la

matriz Ag tienen parte real negativa, entonces la solucién trivial del sistema
y = (Agt™ + At™ 4 Ay

es asintéticamente estable sobre el intervalo (0, 4-00.

. : _ 1 m+1
Ayuda: Introduzca un nuevo tiempo 7 = -5t .

. Estudie la estabilidad asintotica de la solucion trivial de la ecuacion

y' +ay +bsiny=0, a>0,b>0,

usando el método de las funciones de Liapunov.

. Considere la ecuacién diferencial

y=fty . (5.25)

donde J = [tg,00), f(t,0) =0,Vt >ty y f € C[J x R",IR"]; y suponga que existe
A€ C(J,R) tal que yT f(t,y) < —A(t)|y|* para t > to,y € R™.
Pruebe que :

a) Si A(t) > 0,Vt > tp, entonces la solucién trivial de (5.25) es uniformemente
estable sobre J.
b) Si ftzo A(s)ds = oo, entonces y = 0 es asintéticamente estable.

c) ;Qué sucede si A\(t) < 0 6 A(t) es de signo variable 7.

. Estudie la estabilidad de la solucién trivial de la ecuacién diferencial

v+ f(y)y' + h(y) =0,

donde yh(y) >0, f(y) > 0,siy #0; f(0) = h(0) =0y H(y) = [ h(s)ds — oo,
cuando |y| — oo.
Ayuda : Ver Hale [11], p. 298.

. Estudie la estabilidad de la solucién trivial de la ecuacién de Van der Pol

y'+e(y*— 1)y +y=0,

via funciones de Liapunov.
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Considere el sistema

o' = y—af(z,y)

y = —z-yf(zy)

con f(0,0) = 0. Pruebe que:

i) f(x,y) > 0 para todo (x,7) € IR?, implica que la solucién trivial es
estable.

ii) f(z,y) <0, para todo (z,y) € IR? implica que la solucién trivial es
inestable.

Estudie la estabilidad de la solucién trivial de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales :

a) 2’ +az' 4+ f(z) =0, con f(0) =0,zf(z) >0siz#0.
b)

donde a, b, ¢, d son constantes reales.

c)

/

r; = T2
IE/2 = I3 — axr2
/
ry = cxy— F(xa)

donde a y ¢ son constantes positivas y la funcién F'(z) satisface las siguientes
condiciones
aF (x 2 cs
(2) > ¢, sizg #0; lim (F(s) — —)ds = 4o0.
a

) lz2]—o0 Jo

F(0)=0;

Ayuda : Defina la funcién de Liapunov en el caso a) como una forma cuadratica
més 2 [ f(s)ds y en el caso ¢) como una forma cuadratica més [;* F(s)ds.

Considere el sistema
‘r;:fj(x177x]) ) j:17'”7n ’ (526)

donde fj(x1,---,x;) es globalmente Lipschitz sobre IR y f;(0) = 0.

Pruebe que la solucién trivial del sistema (5.26) es uniformemente asintéticamen-
te estable si y solo si la solucion trivial de cada uno de las ecuaciones diferenciales
) = f(x1), -, 2, = f£(0,0,---0,2,) también es uniformemente asintéticamente
estable .
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Capitulo 6

Introduccion a Sistemas Dinamicos

§ 6.1 Clasificacion de Orbitas y Teorema de Poincaré-Bendixson

Consideremos el sistema auténomo
' = g(z). (6.1)

El espacio de la variable dependiente = lo designaremos por X y serd por lo general
IR"™. Al espacio X lo denominaremos espacio de fase (o espacio de estado). Toda solucién
de (6.1) puede pensarse como un punto movil del espacio X, cuya ley de movimiento
es precisamente xz(t), siendo ¢ el tiempo.

Ademas, se puede obtener mas informacién acerca del comportamiento de las solu-
ciones del sistema, graficando en el espacio de fase, que en IR x X. Lo cual no quiere
decir que las érbitas aportan mas informacién, ya que contienen mucho menos que la
grafica de la solucién.

Recordemos que en el caso que g € C[IR",IR"] y sea localmente Lipschitz, el sistema
(6.1) con x(0) = xp admite una tnica solucién no prolongable x(t,z¢) definida sobre
un intervalo, y ademas las soluciones dependen continuamente de los datos iniciales.

La funcién z(t, z() esta definida sobre un conjunto abierto > C IR x IR™ y satisface
las siguientes propiedades :

(a) 2(0,z0) = wo,
(b) x(t,zp) es continua sobre »_,
(¢) z(t+7,20) = x(t, z(7,20)) sobre ).

A toda funcién ® : R" ™! — IR™ que satisfaga las propiedades (a) — (c) se le denomina
sistema dindmico.

Definicién 6.1 Sea ¢ : (o, ) — IR™ una solucién de (6.1). Al conjunto de puntos
v={x € R": 2 = p(t), para algin t € («, 3)}, lo llamaremos érbita u érbita de (6.1).

A la representacién de todas las érbitas de un sistema la denominaremos diagrama de
fase del sistema. Notemos que una érbita puede representar a infinitas soluciones del
sistema (6.1), ya que si ¢(t) es solucién, entonces ¢(t+ ¢) también es solucién, Ve € IR.
Esto, geométricamente significa que todo sistema auténomo siempre admite una familia
de soluciones cuyas proyecciones dan origen a una sola érbita .

Definicién 6.2 Diremos que xg es un punto de equilibrio del sistema (6.1), si
g(zp) = 0.

99
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El siguiente teorema nos dice que dos drbitas del sistema (6.1), o nunca se intersectan
o bien coinciden. Sea D C IR" abierto y conexo.

Teorema 6.1 Supongamos que g € C1[D,IR"]. Por cada xo € D, pasa una tinica
orbita del sistema (6.1).

Demostracién. La existencia de una 6rbita de (6.1) a través del punto xg € D se
sigue de la existencia y unicidad de la solucién ¢(t) de (6.1) tal que ¢(0) = zo.

Supongamos que por un punto xg pasan dos drbitas v; # o, tales que v1 Ny # 0.
Entonces existen ti,t2 € Domp; N Domyps tales que ¢1(t1) = @a(ta) = xo. Defi-
namos ¥ (t) = p1(t — t2 + t1). Luego 9 es solucién de (6.1). Como 9(t2) = pi1(t1) y
p1(t1) = @a(te), entonces ¥(ta) = pa(ta). Luego, por la unicidad de las soluciones de
(6.1) se tiene que ¥(t) = pa(t), ¥t € (a, ). De modo que la érbita de 1) coincide con
la de 9. Pero 1 es igual a ¢ salvo desplazamientos, entonces la érbita de i coincide
con la 6rbita de ;. Contradiccién |

Corolario 6.2 Sixy es un punto de equilibrio del sistema (6.1), entonces la inica
orbita que pasa por o es ella misma.

Teorema 6.3 Si ¢ : (a, 3) — IR"™ es una solucion no prolongable del sistema (6.1),
tal que

(a) Jim ¢(t) =B y/o

(b) lim o(t) = 4,
t—at
con A,B € D. Entonces f = +o0 y/o a = —oo. Ademds B y/o A es un punto de
equilibrio de (6.1).

Demostracién. Supongamos que hgl ¢(t) = B € D. Entonces 3 = +00, ya que
t—p3—

si B < 00, ¢ se podria prolongar a la derecha de (5. Lo cual contradice el hecho que ¢
es no prolongable.
Ahora, como ¢ es solucién de (6.1), entonces ¢’ (t) = g(p(t)), de donde sigue que

. / _ : _
Jim ¢'(t) = lim g(e(t) = g(B),

ya que g es continua.

Probemos que g(B) = 0. Como . li+rn ¢ (t) = g(B), entonces para todo £ > 0 existe

— T 00

T > 0 tal que |¢'(t) — g(B)| < e,Vt > T.

Supongamos que existe 7,1 < i < n, tal que g;(B) # 0. Entonces ¢;(B) > 0 6
gl(B) < 0.
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Si ocurre que g;(B) > 0, entonces existe 77 > 0 tal que

gi(B

<
N
=

9i(p(t)) =

Luego, se tiene que

de donde sigue

Integrando la ltima inecuacion obtenemos

gi(B)
2

©i(t) > @i(T1)) + (t—Ty), Vt>Ty.

lo cual implica que no existe el limite de ¢(t) cuando t — +o0, lo que es una con-
tradiccién. Andlogamente se hace la prueba si g;(B) < 0. 1

Observacion 6.1 Si ¢ : IR — D es una solucién no constante del sistema (6.1),
entonces  se puede acercar a un punto critico solamente cuando t — +o00 6 t — —o0.

Teorema 6.4 (Clasificacién de Orbitas ) Sea ¢ una solucién no prolongable
del sistema (6.1), definida sobre (a, ), —oo < a, f < +o00. Entonces se verifica una de
las siguientes opciones :

(1) ¢ es inyectiva,
(2) ¢ es constante,
(3) ¢ es periddica no constante.

Para demostrar este teorema haremos uso de un lema auxiliar.

Lema 6.5 Sea ¢ : R — IR" una funcién continua y definamos
T={ceR:p(t+c)=¢t),VtecR}.

Si T # 0, entonces existe un 7 > 0 tal que T =7Z ¢ T es denso en R.

Demostracién. En primer lugar probemos que T es un subgrupo aditivo de IR.
En efecto, como IR es un grupo aditivo, entonces basta ver que :

(a) Sici1,co €T, entonces (c1 + ¢2) € T.

(b) Sic e T, entonces existe ¢; € T : ¢+ ¢; = 0.
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Supongamos que c1,c2 € T. Entonces ¢(t + ¢1) = ¢(t) y ©(t + c2) = ¢(t),Vt € R.
Luego se tiene que

p(t+ (a1 +c2)) =@t +c1) +e2) =t +c1) = (1),

por loque c; +c2 €T.
Sea ¢ € T. Luego ¢(t + ¢) = ¢(t),Vt € IR. Entonces

p(t —c) = o((t —c) +¢) = (t);

por lo que —c € T.

Veamos que T es cerrado topolégicamente en IR. En efecto, sea (¢;,) una sucesién de
puntos de T'y ¢, — ¢ cuando n — +o0. Como ¢, € T, entonces p(t) = ¢(t+¢,). Luego
por la continuidad de ¢ y haciendo tender n — oo, obtenemos ¢(t) = p(t+c¢),Vt € R.
Por lo tanto c € T.

Pongamos 7 = inf(T NIR™). Como T es cerrado se sigue que 7 € T. Mostremos que

i) Si 7> 0, entonces T' = 7Z.
ii) Si 7 =0, entonces T = IR;.

En el primer caso, veamos primero que 72 C T. En efecto, sea a = mn, con n € Z.
Luego, a = 7 + (n — 1)7, entonces

ot+a) = pt+mm)=p(t+n—-1)1)+7)
= pt+n-—D71)=9p((t+(n—2)7)+71)
= =9+ n—(n-1)1)=pt+T1)=0p@).

Mostremos ahora que T' C 7Z. Sea a € T' y supongamos que a > 7. Entonces existe
un n € N tal que n7 < a < (n+ 1)7. De donde sigue que 0 < a — n7 < 7. Entonces
a—nt € TNIR" por lo que a — nT > 7. Por lo tanto a = (n + 1)7. En el caso que
a < —T, se sigue que —a > 7 y volvemos aplicar la prueba anterior.

Supongamos que 7 = 0. Entonces para todo ¢ > 0, existe Cy € TNIR* tal que
0<(Cy<e.

Sea t € R. Entonces existe k € Z tal que kCp <t < (k+ 1)Cp. Asi, 0 <t — kCp <
Cy<e. |

Demostremos ahora el teorema 6.4 . Supongamos que ¢ no es inyectiva; es decir,
existen nimeros ¢; < ty tales que ¢(t1) = ¢(t2). Luego, poniendo ¢ = ty — t;, sigue que
o(t+c) = p(t), vt € R.

Por el lema anterior sabemos que T'= {c € R : p(t + ¢) = ¢(t),t € IR}, es discreto
o denso en IR. Luego, si T = IR, entonces ¢ es una solucién constante; y , si T = 77,
entonces ¢ es una solucién periédica no constante, con perfodo minimal 7. 1
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Recordemos que dos orbitas coinciden o son disjuntas. Luego, D = Domg se puede
descomponer en una unién disjunta de curvas diferenciables: imagen biunivoca de un
intervalo de IR 6 punto de equilibrio 6 curva difeomorfa a un circulo (6rbita cerrada-
solucién periédica). A partir de esta observacién, se puede definir rigurosamente el
concepto de diagrama de fase.

Definicién 6.3 Al conjunto D = Dom g, dotado de una descomposicién en érbitas
de g, lo denominaremos diagrama de fase de g. Las dorbitas estdn orientadas en el sentido
de las curvas integrales del campo vectorial g y los puntos de equilibrio estan dotados
de la orientacién trivial.

En lo que sigue supondremos que todas las soluciones del sistema (6.1) existen, son
tnicas y estdn definidas para todo ¢ en IR. Sea ¢ una solucién de (6.1), tal que ¢(0) = p.
Definimos la semiérbita positiva de ¢ como:

T =A{r iz =p(t),t >0},

v la semidérbita negativa de ¢ como:

Yy ={z:z=(t),t <0}

En el caso que no se especifique ningin punto, escribiremos simplemente v, ", v~
para la érbita, semiérbita positiva y semidérbita negativa, respectivamente. Donde
y=7"Uy".

Definimos el conjunto w— limite de una orbita -y, como sigue:

w(y) ={z : I(tk)ken, lm tx =00, y lim o(t) =z}
k——+o0 k—o0
Anidlogamente se define el conjunto a—limite de una orbita ~:
a(y) = {z: (tk)ken, lim tp = —oco, y lim o(ty) = z}.
k——+o0 k—o0

Un conjunto M en IR", se dice que es un conjunto invariante respecto del sistema
(6.1), si para cada p € M, se tiene que z(t,p) € M, para todo t € R. Es claro de
esta definicién que toda érbita de (6.1) es un conjunto invariante. Diremos que M
es positivamente (negativamente) invariante, si para cada p € M, se satisface que
x(t,p) € M para todo t > 0 (Vt <0).

Teorema 6.6 Los conjuntos a y w limites de una orbita son cerrados e invariantes.
Ademds, siyT (y7) estd acotado, entonces el conjunto w (a)— limite de vy es no vacio,
compacto, conexo y

dist[z(t, p),w(y)] — 0, t — +o0,

dist[z(t, p), a(y)] — 0, t — —o0.
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Demostracién. Sea (zy)reny C w(7), tal que 2 — x,k — +o00. Mostremos que
z € w(y). Como zj, € w(y), entonces existe una sucesién ¢y, — +o00, cuando i — 400,
tal que ,liin o(t,) = xg. Por lo tanto, dado € > 0, existe N (k) > 0, tal que
1—T00

€ .
’SO(tki)_xk‘ < 57 VZZN(k)

Por otra parte, como klim xp = x, existe N1 > 0, tal que |z — x| < %, vk > Nj.
—00
Fijemos un k£* > N;. Entonces

lp(trr) — x| < [p(trr) — ope| + |z — 2| <&, Vi> N(KY).

Esto prueba que z € w(7).
Mostremos ahora que w() es invariante. Si ¢ € w(7), entonces existe una sucesién
(tr)ken, klim tr, = +o0, tal que klim x(tx,p) = q. Por lo tanto, para todo ¢t € R fijo, se
—00 —00
tiene que
lim x(t + tg,p) = klim x(t, z(ty,p)) = x(t, q).
—00

k—o0

Lo cual demuestra que v, C w(7).
Si ’y; estd acotado, entonces existe una constante M > 0 tal que

|z(t,p)| < M, Vt=0.

Sea (tx)ken,tr — +oo. Entonces la sucesién numérica (z(tx,p))ren estd acotada.
Lo cual implica que existe una subsucesién de (f;)ren, a la cual denotaremos de la
misma manera, tal que klim z(ty,p) = =, para algin z € IR™. Lo cual implica que

—00

w(y) # 0. Ademds, de este argumento se obtiene que w(7y) estd acotada. Como ya
habiamos probado que w(7) es cerrado, concluimos la compacidad de w(7y).

Supongamos que dist[z(t,p),w(v)] # 0,t — +oo. Entonces existe una sucesion
(tk)ken y un € > 0 tal que

dist[z(tg,p),w(v)] >, VkeN.

Como |z(tg,p)| < M,Vk € N, existe una subsucesion (tg,)ien tal que lim x(tx,,p) =
1—0Q

x € w(y). Lo cual es una contradiccion.
La conectividad de w(7) sigue inmediatamente del hecho que

distla(t,p),w(y)] = 0,¢ — +oc.

Las afirmaciones con respecto al conjunto a— limite se prueban en forma andloga. |1

Corolario 6.7 Los conjuntos o y w— limites contienen solo orbitas completas.
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Definiciéon 6.4 Diremos que un conjunto M es un conjunto minimal respecto al
sistema (6.1), si M # (), es cerrado e invariante y no tiene ningin subconjunto que
posea las tres propiedades antes mencionadas.

Lema 6.8 Si A es un conjunto compacto, invariante respecto del sistema (6.1),
entonces A posee un subconjunto minimal.

Demostracién. Sea F' una familia de subconjuntos definida como sigue
F ={B: B C A, B-compacto e invariante}.

Definamos en F' una relacién de orden “<” como sigue : Para cada By, Bs en F, decimos
que By < By, si By C Bi. Para cualquier subfamilia F; de F' totalmente ordenada por
“<”, pongamos C' = Npep, B.

La familia F} tiene la propiedad de la interseccién finita. En efecto, si By, By € F1,
entonces By < By 6 By < By. En ambos casos B1 N By # () y BN By € F.

Asi, C' # (), compacto e invariante; y para cada B € F} se sigue que C < B. Su-
pongamos ahora que D es un subconjunto perteneciente a F, tal que D < B,VB € F}.
Entonces D C B, para todo B € F1, lo cual implica que D C C. Por lo tanto C es
el elemento minimal de Fj. Como toda subfamilia de F' totalmente ordenada, posee
un minimo, se sigue por el lema de Zorn que existe un minimo en F. Este elemento
minimal de F al cual llamaremos M, posee todas las propiedades requeridas. |

Ejemplo 6.1 Consideremos la ecuacién logistica x/(t) = z(1 — z).

—e

0
Figura 6.1:

Del diagrama de fase se ve que el conjunto w («) limite de las érbitas con dato inicial
en el intervalo (0, 1) es el punto {1} ({0}). El conjunto w-limite de cualquier érbita con
dato inicial negativo es vacio. Analogamente se analizan las otras situaciones. Adems4s,
los conjunto {1}, {0} son minimales.

Ejemplo 6.2 Sea
.’Ell = —x9 + E.’El(l — T2)
ah = a1 +exa(1 —1?)

donde ¢ > 0,72 = l’% —i—a:%. Haciendo x1 = r cos#, o = rsin 6, obtenemos que el sistema
anterior es equivalente a:

0 = 1

o= er(l—1r?).
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A partir de este sistema, vemos que el diagrama de fase luce como se muestra en la
siguiente figura:

(N,
NP

Figura 6.2

Llamemos A = {(x1,22) : 2% + 23 = 1}, B = {0}. Tanto A como B son conjuntos
minimales A es el conjunto w— limite de cualquier érbita del sistema, excepto x1 = x5 =
0, y B es el conjunto a— limite de todas las érbitas encerradas por la circunferencia.

Teorema 6.9 Si K es un conjunto positivamente invariante respecto del sistema
(6.1) y homeomorfo a la bola cerrada de R™, entonces el sistema (6.1) tiene un punto
de equilibrio en K.

Demostracién. Para cada 7 > 0,z(7,-) define una aplicacién continua de K
en si mismo. Por lo tanto, en virtud del teorema de Brouwer, existe un p; € K tal
que x(71,p1) = p1. Sea (Tm)men una sucesién tal que liin Tm = 0y (T, pm) =
Pm, Vm € N. Sin pérdida de generalidad supondremos qtq:e Eognoo pm = p € K, ya que
K es compacto. Para cada t y m € Z existe un entero k,,(t) tal que kp,(t)7, <t <
k()T 4T, ¥ (K ()T, Pm) = P, Para todo t ya que x(t, p,,) es periddica de periodo
Tm en t. Ademds,

[z(t,p) —pl < |z(t,p) =zt pm)| + |2(t, Pm) — Pl + [Pm — D
= ’:L‘(t,p) - l‘(t,pm)| + |$(t - km(t)vapm) *pm| + |pm *p|

de donde se sigue que |x(t,p) — p| — 0 cuando m — oo para todo ¢t. Por lo tanto, p es
un punto de equilibrio del sistema (6.1). I

Hemos expuesto en forma suscinta, algunos de los conceptos y hechos bésicos de la
teoria geométrica de las sistemas auténomos. Sefialemos que algunos de los problemas
de los que se ocupa esta teoria, tienen relacién con la caracterizacién de los conjuntos
minimales y el comportamiento de las soluciones de la ecuaciones diferenciales cerca
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de conjuntos minimales y la manera de poder reconstruir el conjunto w— limite de una
orbita a partir de los conjuntos minimales y las érbitas que los conectan.

A continuacién en forma breve y sin demostraciones, trataremos de dar respuesta a
estas interrogantes para sistemas bidimensionales. Concretamente se caracteriza el con-
junto w— limite de una érbita acotada (Teorema de Poincaré-Bendixson) y se describe
el diagrama de fase alrededor de un punto critico aislado para un sistema bidimensional
lineal.

Sea

7 = f(x), (6.2)

donde f € C! []RQ, IRQ]. Supondremos que todas sus soluciones estan definidas para todo
t en IR.

Teorema 6.10 (a) Si " y w(y™) tienen un punto regular en comiin, entonces
T es una orbita periddica.

(b) Si M es un conjunto minimal de (6.2), entonces M es un punto critico o una
orbita periodica.

(c) Si~t contiene puntos requlares y una drbita periodica ~yo, entonces w(y™) = 7o.

Su demostracién se puede ver en Hale [11], p.p. 53-54.

Teorema 6.11 (Poincaré-Bendixson) . Si y' es una semi-drbita positiva aco-
tada y w(y") no contiene puntos de equilibrio, entonces:

i) wyt)=~", 6
i) wiy™) =9F\y".

En ambos casos el conjunto w— limite es una 6rbita periodica, el caso (ii) se llama ciclo
11ml]t)e('emostracic')n. Como 7" estd acotada, entonces w(y+) # 0 es compacto e in-
variante. Por lo tanto, en virtud del lema 6.8, w(y") posee un subconjunto minimal
M. Ademds, M mno contiene puntos criticos, ya que w(y") tampoco los posee. Asi,
por la parte (b) del teorema 6.10, M es una érbita periddica 7g. Finalmente nuestra
afirmacion sigue de la parte (c) del teorema 6.10.
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8§6.2 Clasificacion de los Puntos Criticos de Sistemas
Bidimensionales

Consideremos el sistema

/
1 = axy + bz
' (6.3)
Ty = cx1 + dz2

Supongamos que ad — be # 0. Entonces (6.3) posee un unico punto critico, el origen
0,0).

a b

Sea A = [ e d

matriz T no singular tal que TAT ! = J, donde J es la forma canénica de Jordan y
puede ser de la siguiente forma:

} . Sean A1 y Ay los autovalores de A. Sabemos que existe una

1. J= Ar 0 (A1 y A2 reales y distintos).
L0 A
A 0] . .
2. J= 0\ (A1 = Ao reales; en este caso A es diagonalizable).
0
A 0] . .
J = 1\ (A1 = A2 reales, A no es diagonalizable).
o —p3 . .
3. J= 3 o (A1 y A2 complejos conjugados).

Con el fin de clasificar los puntos criticos del sistema (6.3) analizaremos varios casos.

1. Supongamos que A1 y Ay son reales y distintos. Sin pérdida de generalidad se
puede asumir que Ay > Ao.

Como los autovalores de A son reales y distintos, entonces existe una matriz no
singular T tal que con el cambio de variables z = T~ !y, el sistema 2’ = Ax se
transforma en el sistema

Y1 = \y1, Yo = Aoy
De donde obtenemos que:

Y1 = creMt Yo = coe™?t (6.4)

Denotaremos por vy y vg los autovectores unitarios y correspondientes a A\; y A
respectivamente; y por L1 y Lo las rectas que contienen a vy y ve, respectivamente.

Consideremos tres subcasos.
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(1.a) Supongamos que Ay < 0 < A1. Pongamos r = —\9/\;. Es claro que r > 0.

De (6.4) se obtiene t = )\% In ‘g—}

—Tr T T

Y1 C1 C2Cq

Y = C2 | — =C | — = —F -
C1 U1 n

No es dificil verificar que el diagrama de fase luce como sigue (en todos los
casos las flechas indican la direccién en que se recorren las érbitas, variando

t desde —oc0 a +00).
Y2
/ yl

Figura 6.3: Punto de silla Ao < 0 < Ay .

(Ib) A2 < A1 < 0. En este caso, de (6.4), obtenemos que ya = cayj/c} con
r = A2/A\1 > 1. La figura 6.4 muestra el diagrama de fase del sistema trans-

formado Yo
< Y1

Figura 6.4: Nodo Estable Ao < A\ < 0.
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(1.c) 0 < A2 < A1. Nuevamente de (6.3), se tiene ya = coy]/cj con r = Ao /A < 1.
Y

-
N

Figura 6.5: Nodo inestable 0 < Ay < A .
2. Los autovalores de A1yAe son reales e iguales.

(2.a) Supongamos que A es diagonalizable. Entonces se tiene que
y1 = crexp(Xt) , y2 = cpexp(At),

de donde se obtiene que ya = cay1/c1, si ¢1 # 0. Asumiendo que A < 0, se
tiene un punto nodal impropio estable (nodo impropio estable). Si A < 0, el
punto es un nodo impropio inestable.

T2

T

Figura 6.6: Nodo impropio estable.
(2.b) A no es diagonizable.En este caso (6.3) se puede transformar en :

A0
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de donde se sigue que

y1 = c1exp(At)
y2 = (c1t+ o) exp(At).
Por lo tanto
Yo = (C1t+02)% ,c1#0
1.
t = —lnZ
A . C1
c
Y2 = <lny1 —1—02) L
A C1 C1
Y2

Y1

Figura 6.7: Nodo impropio estable.
3. A1 vy A2 complejas conjugadas.

Sabemos que (6.3) se puede transformar en:
a —f
B «

Entonces
y1 = (c1 cos Bt — casintf) exp(at)
y2 = (c1 8in Bt — o costf) exp(at)
(3.a) Sia=0y g #0, al punto se llama centro.
(3.b) a < 0. Foco estable.
(3.c) a > 0. Foco inestable.
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Y2

Ny,
N

Figura 6.8: Centro.

AN,
&/

Figura 6.9: Foco estable.

Y2

oy,
N

Figura 6.10: Foco inestable.
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§6.3 Comentarios y Sugerencias

En este capitulo hemos resumido sélo los hechos mas elementales de la teoria de sistemas
dindmicos. El lector comprendera que en un primer curso de Ecuaciones Diferenciales
no es posible cubrir en detalle toda la teoria geométrica. Los problemas que surgen son
variados y complejos y han dado origen a un gran volumen de libros y articulos. Para
una primera lectura sobre sistemas dindmicos continuos recomendamos los libros de
Jorge Sotomayor [24], Jacob Palis [17], Hirsch y Smale [12]. Para sistemas dindmicos
discretos se puede consultar el libro de Robert Devaney [5]. Una excelente exposicién,
pero menos elemental, tanto para sistemas dindmicos discretos y continuos es el libro

de Clark Robinson [19].
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§6.4 Ejercicios y Problemas

. Pruebe que una érbita de (6.1) es una curva cerrada si y sélo si ella corresponde

a una solucién periédica no constante de (6.1)

. Muestre que una soluciéon periddica no constante de un sistema auténomo no

puede ser asintéticamente estable en el sentido de Liapunov.

Describa el diagrama de fase del sistema

v =wa(ad - ),
vy = —x(25 - 2}).

Sea 7, la érbita correspondiente a la solucién x(t,p), definida para todo ¢t € IR.
Pruebe que:

(1) w(f}/) = ﬂpE’Y’y; = mTE]R UtZT Q?(t,p),

(ii) a(’Y) =MpeyTp = QTEIR Ui<r x(tap)'

. Considere el sistema

0 = sin?6+ (1—r)2
ro= r(1-r)

Muestre que el conjunto w— limite de cualquier 6rbita que noseanr =1y r =0
es el circulo » = 1; ademads que los conjuntos minimales sobre el circulo r = 1,
son 8§ = 0y 0 = 7. ; Puede concluir ahora que todo conjunto w— limite es
necesariamente minimal ? .

Construya un sistema bidimensional que tenga una Orbita cuyo conjunto w—
limite no es vacio y disconexo. Ver p. 149 de [19].

Pruebe que si 2/ = f(z), con = € IR? tiene una semiérbita acotada, entonces f
tiene al menos un punto de equilibrio.

Indicacién: Use el teorema de Poincaré-Bendixson y el teorema 6.9.

(Teorema de Bendixson). Si D C TR? es un dominio simplemente conexo y

divf(z) # 0,Vx € D, entonces el sistema 2’ = f(x) no posee érbitas periddicas
en D.

Indicacién : Use la férmula de Green y proceda por reduccion al absurdo.
Sea ' = Az un sistema bidimensional. Pruebe que el sistema perturbado y’ =

Ay + By, con |B| < g,¢ suficientemente pequiio, preserva el diagrama de fase
solamente en torno de los puntos de equilibrio del tipo silla y foco.
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10. Compare los diagramas de fase en un entorno del origen, de los siguientes sistemas:

=z @) =1

xh = —x9 rh = —x9+ a3

11. Considere el sistema de Lorenz

& = o(y—=)
) = ar—y—axz (6.5)
z = xy—bz

donde o, a y b son pardmetros positivos. El sistema (6.5) es una aproximacion de
modelos meteredlogicos mas complejos.
Demuestre que el sistema (6.5) es puntualmente disipativo.

Ayuda: Considere la siguiente funciéon de Liapunov

V(z,y,2) = az® + oy® + b(z — 2a)?
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